Cislo 6 Letny semester 39. ro¢nika (2014/2015)

STROM
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A je to zase tu. Ten cas, ked s napétim otvorite ¢asopis a pozriete sa, ¢i vasa snaha
bola ziroc¢ena. Netrpezlivo prehladate poradie az kym sa nendjdete a nezistite, ¢i ste
sa dostali na tolko vysnivané sustredko. Aj toto by sme do ¢asopisu mohli napisat
este pred rokom. V dnesnych modernych casoch totiz ni¢ listovat nemusite, pretoze
sa vSetko dozviete na internete. Super, vsak?

Vasi tzasni STROMisti

TMM

Preco si Rimania mysleli, ze algebra je lahkd? Lebo X bolo stéle 10 :). Teraz, ked mam tvoju pozornost, musim ti povedat
o skvelom programe na leto. Aj tento rok bude TMM alebo oficidlne Tabor Mladych Matematikov (neoficdlne najlepsi
tyzden tvojho leta). Caka ta skvely program (skoro ako na ststredku, ale lepsi a dlhsi), kopa super Iudi a hlavne zazitky,
na ktoré budes este dlho spominat. Tébor sa uskutoéni od 16. do 23. augusta a eSte stéle je mozné sa prihlasit. Chod
na http://strom.sk/tabory a prihlas sa ¢o najskor (ak by ti stranka ndhodou nesla, skis iny prehliadaé... niekedy to tam
zmeni samo od seba na https a ¢uduje sa, ze mu to nejde :D). TeSime sa na tebal

1 Opravovala: Janka Baranova I
® Pocet riesitelov: 26 I |

Robéo nasiel prirodzené &isla a, b, c také, Ze plati a® = 2b% = 3¢°. Zistite najmensiu mozni hodnotu stéinu abe.
Riesenie:
Zac¢neme trochou delitelnosti — 2b3 je &islo parne, preto aj a? je parne &islo (kedze sa rovnajii). Nakolko 2 je prvoéislo, tak

deli nielen a2, ale aj samotné a. Obdobne 3¢® je delitelné 3, preto aj a? je delitelné 3. Opét, kedze 3 je prvocislo, tak 3 deli
aj samotné a.

Vsuvka...Dokézme si vSseobecne toto tvrdenie: ,,Ak p|a2, tak pla (pre a prirodzené a p prvocislo.)* Obmenou implikacie — ak p t a potom a =p -k + z,
kde k je prirodzené a z je zvySok ¢isla a po deleni ¢islom p (od 1 do p — 1). Ak a umocnime na druhi, tak dostaneme a? = p?k? + 2pkz + 22, Kedy p
deli a®? No predsa ak deli 2> (kedze predchadzajice dva ¢leny su delitelné p), no to vSak nemoze, kedze z je ¢islo od 1 do p — 1 a jeho umocnenim teda
nedostaneme cislo delitelné prvocislom p.

Co z toho mame? Cislo a? je potom delitelné 22 a zaroven 32, teda je delitelné ¢islom 36. Potom aj ¢islo 3¢® je delitelné
tymto &islom, ¢o znamend, ze 12 deli ¢®. To nam hovori, Ze é&islo ¢ je delitelné 6.

Mame néjst najmensiu hodnotu sicinu abe, teda ¢o najmensie hodnoty a, b a ¢, ktoré vyhovuji zadaniu. Podla zadania
vidime, ze ¢ < b < a, a tiez sme uz zistili, Ze 6|c, preto budeme skuisat moznosti od najmensej moznej, ¢o je ¢ = 6, vzdy
po nasobkoch ¢isla 6.

1) c= 6= 3c® = 23328 = a? = 23328

Cislo a nie je prirodzené, ¢ize ¢ = 6 nevyhovuje zadaniu.

2) c =12 = 3¢® = 746496 = a? = 746496 = a = 864 = 2b> = 746496 = b = 72

Vsetky 3 ¢isla vysli prirodzené a je to najmensia hodnota abc = 746496, nakolko sme pouzili najmensie mozné ¢ a ostatné
dve hodnoty sme uz len podla zadania dopocitali.

Komentdr: Vacsina z vas lohu vyriesila len pomocou delitelnosti (bod dole vsak isiel az pricasto — neméZete hned prehlésit,
Ze 2|a bez ¢o i len malej zmienky preco), bez akéhokolvek skisania moznosti, ¢o je super. Ja som vam vSak chcela ukédzat,
Ze v niektorych dlohdch sa oplati sktisat, aby sme rieSenie skratili (a mozno aj zjednodusili).
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2 Opravovali: Roman Stano a Peter Milosovié¢ I
® Pocet riesitelov: 23 mE_ e

Kolko existuje 5-cifernych ¢isel tvaru ABCDE, pre ktoré plati, ze

a)A>B>C>D>E?

b)A>B>C>D>E?

Riesenie:

a) Vezmime mnozinu ¢&isel {0, 1, ...,9} (¢isel, o mdzu byt ciframi). VSimnime si, Ze ked z tejto mnoziny vyberieme 5 roznych
prvkov, vieme z nich vytvorit prave jedno ¢islo ABCDE tak, aby A > B > C > D > E. Sta¢i ndm na to usporiadat vybraté
prvky od najvicsieho po najmensi (a to zrejme ide len jednym spdsobom). Kazdy sposob vyberu 5 roznych prvkov nam
teda urcuje prave jedno ¢islo (vzdy roézne). Uvedomme si, ze kazdé ¢islo ABC DE pritom musi byt uréené nejakou paticou
prvkov (nebolo by len vtedy, keby nejaky prvok pétice nebol v mnozine cifier, ¢o by bol spor). Pocet ¢isel ABCDE je teda
rovnaky ako pocet moznych vyberov pétice. Inymi slovami, sta¢i ndm zratat, kolkymi spdsobmi vieme vybrat 5 réznych
prvkov z 10 prvkov. D4 sa na to ist napr. kombina¢nym ¢islom: (150) = ;,—%', = 252 (najmi mladsim rieSitelom odporicame
pozriet si o tychto ¢islach nieco viac, v budicnosti vdm to uréite pomdze).

b) Vratme sa k nasej mnoZine cifier a opit z nej vyberme 5 prvkov, no teraz nie nutne roznych (jeden prvok mozeme zvolit
aj viackrat). Z tychto prvkov vieme vytvorit prave jedno ¢éislo ABCDE, tak aby A> B > C > D > E. Znovu to spravime
tak, Zze vybraté prvky usporiadame od najvicsieho po najmensi (ak budd nejaké prvky rovnaké, je jedno, do akého poradia
ich usporiadame, lebo vzdy vytvoria rovnaké ¢islo). Uvedomme si, Ze kazdé také ¢éislo pritom musi byt uréené nejakym
vyberom prvkov. Podobne ako v prvej Casti, zratajme kolkymi sposobmi vieme vybrat 5 prvkov z 10 prvkov (no tentokrat
10+55_1) = (154) = % = 2002. Toto ale stale nie je pocet cisel
ABCDE. Medzi 2002 vybermi je totiz aj taky vyber, v ktorom si zvolime 5-krat nulu. Aj tento pripad jednoznacne urcuje
¢islo (¢islo 0), to vsak nie je pétciferné. Tato moznost preto treba odratat. Pocet ¢isel ABCDE je teda 2002 — 1 = 2001
(kazdy dalsi sposob vyberu totiz musi zahitiat aj nejak nenulovi cifru, ktord bude uréite stét na pozicii A, teda ¢islo bude
pétciferné).

aj s opakovanim). Opét vieme pouzit kombinacéné ¢islo: (

Komentdr: Nikdy nezabudnite dokazat, ze systém vytvarania moznosti naozaj obsiahne vsetky a ziadnu nevynechd. Tu to
bolo ocividné, v fazsich tlohach to vsak také lahké nebude.

3 Opravoval: Matus Hlavacik " I
® Pocet riesitelov: 13 I |

V rovnoramennom trojuholniku ABC so zdkladnou BC' pretina os uhla pri B stranu AC v bode D. Vieme, ze plati
|BC| = |BD| + |AD)|. Urc¢te velkost uhla pri vrchole A.

Riesenie:

Zacneme obrazkom. Okrem informadcii za zadania tam dokreslime rovnobezku so stranou BC, ktora bude prechadzat
bodom D. Jej priesecnik so stranou AB nazveme FE. Podstatna je urcite usecka BD, kedze je stucastou zadania. Je dolezité
nejakym sposobom zizitkovat informéciu |BC| = |BD|+|AD|. Ako? Dokreslime bod F na stranu BC tak, ze |BF| = |BD|,
a teda podla rovnosti zo zadania aj |F'C| = |AD|. Skvelé, pouzili sme rovnost a stéle ostdvaji este dve informéacie — rovno-
ramennost a os uhla (BD).

Ozna¢me |4 DBC| = a. Potom aj |[<EBD| = a (DB je os uhla). Trojuhol-
nik ABC je rovnoramenny (podla zadania), preto |[SABC| = |[JACB| =
2a. Uhly AED a ADE su sihlasné k uhlom ABC a ACB (kedze ED||BC),
preto velkost vSetkych styroch je rovnaka, a to 2a.

KedZe |4 EBC| = | DCB| = 2a, tak lichobeznik BCDE je rovnoramenny,
¢o znamend, ze |BE| = |CD|. Uhol EDB je striedavy k uhlu DBF, jeho
velkost je teda a, preto trojuholnik EBD je rovnoramenny (so zakladiiou
BD) a plati |BE| = |[ED| = |CD|.

2

Trojuholniky EDA a DCF s zhodné podla vety sus. Zo zhodnosti tychto trojuholnikov vieme dve informécie — uhol,
ktorého velkost chceme vypoditat, je DFC a tiez, ze |SCDF| = |< DEA| = 2a. Zo st¢tu uhlov v trojuholniku CDF vieme,
ze uhol, ktory chceme vypocitat, ma velkost 180° — 4a.

Tiez vsak vieme, Ze trojuholnik BDF' je rovnoramenny (kedze tak sme si bod F' zostrojili), preto | BFD| = 90° — a/2,
a teda |[SCFD| = 90° + /2 (ako doplnok do priameho uhla BFC).

http://seminar.strom.sk
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Co sme z toho dostali? Velkost uhla CFD (teda uhla, ktory chceme vypoéitat) je 180° — 4o a zaroven 90° + /2, z ¢oho
dostaneme (po kratkom vypocte) jeho velkost, a to 100°.

Komentdr: Vela z vas si mysli, Zze ak je nie¢o jednoduché, tak to netreba pisat (alebo, Ze postup vébec netreba a sta¢i napisat,
7e som to ,vyuhlil“). Majte na pamaéti, ze treba napisat, preco poéitame uhly tak, ako pocitame (fakty ako susednost,
striedavost a podobne st jednoduché, ale treba ich aspon spomentt). Opravovatel by nemal pri opravovani vobec mysliet.
Iba ¢itat vase rieSenie a malo by mu byt vSetko jasné (ak tym pojmom rozumie). Inak ste boli celkom fajn ;-).

4 Opravoval: Matus Stehlik I
® Pocet riesitelov: 16 o

Nech z a y st kladné redlne &isla spliiajice y® +y < z — 23. Dokézte, ze potom plati y < 2 < 1 a 22 + % < 1.
Riesenie:
Vychadzame z rovnice

vy <az-—ad, kde x,y > 0.
Lava strana je kladnd, preto musi byt aj prava, t.j.
0<z—a°=x(x+1)(1-2x).
Kedze x > 0, tak prvé dva ¢initele si kladné, preto musi byt aj treti. To nam dava x < 1. Zaroven z x,y > 0 mame
y<yl+y<z—a<ua,
¢ize y < z. Spolu s predoslym vysledkom tak dostavame prvé tvrdenie
y<z<l

Teraz dokdZeme druhi ¢ast. Z predoslého vyplyvaji nerovnosti 22 < 1 a zy < 1 (tu je podstatné aj to, ze x,y st kladné,
inak by tieto nerovnosti nemuseli platit). Ich séitanim a vyndsobenim y (moZeme to urobit, lebo y je kladné) dostédvame

2+ zy < 2
y(x® +zy) < 2
0 < 2y—az?y—ay’

Tato nerovnost s¢itame s nerovnostou zo zadania a upravujeme

4y < z—a’+(2y -2y —ay’)
x3+x2y+wy2+y3 < z+vy
(@ +y)@®+y*) < z+y
24y < 1

V poslednom kroku sme mohli vydelit (z + y), lebo je to kladné ¢islo. Tym je dokaz hotovy.

Komentdr: Prva cast bola jednoduchsia a dala sa vyriesit aj takpovediac slovne len popisanim dévodov, preco to hned vidno
zo zadania. V druhej ¢asti uz bolo potrebné riesit tlohu viac matematicky. Ak ste si precitali riesenie a kladiete si otazku:
»A to ako som mal na toto prist?“ Rozmyslate dobre. Ako sa d4 prist na riesenie je, Ze za¢neme od toho, ¢o chceme dostat,
a snazime sa to upravit na nieco, ¢o urcite plati. V nasom pripade po par Gpravach zistime, ze nAm tam zavadzaju niektoré
Cleny... a tak musime este dokazat ini nerovnost. Tento myslienkovy postup je takmer opacny od toho, ako sa riesenie pise.
Pri spisovani riesenia sa snazime, aby ndm citatel cely ¢as veril. Aby sme stdle uvadzali len fakty, ktoré sia pravdivé. A sice
to potom vyzerd ako ¢arovanie, kde na konci sa z nicoho ni¢ objavi to, ¢o sme chceli, no velmi Tahko sa to ¢ita / kontroluje.
A ak niekoho zaujima, zhruba ako sme na to prisli, staci, ak si riesenie prejde este raz od konca.

strom@strom.sk
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5 Opravoval: Robc¢o Téth I
® Pocet riesitelov: 9 el
Cisla 1, 2, ..., n? st zapisané do $tvorcovej tabulky n x n tak, Ze éisla v kazdom riadku (zlava doprava) a v kazdom stipci

(zhora dole) st v rasticom poradi. Oznacme a;j, ¢islo zapisané v j-tom riadku a k-tom stlpci. Nech b; je pocet réznych
¢isel, ktoré sa moézu objavit v tabulke na mieste a;;. Dokézte, Ze

b1+b2+~-~+bn§%(n2—3n+5).

(Napriklad pre n = 3 jediné ¢isla, ktoré sa mozu v tabulke objavit ako ass st 4,5,6, takze by = 3.)
Riesenie:
Podme sa pozriet na to, ako vypocitat b;. Toto ¢islo oznacuje pocet moznych ¢isel, ktoré sa moézu objavit na j-tom

diagonédlnom policku tabulky. Podla zadania na polickach nalavo hore od neho musia byt mensie ¢isla. Preto ¢islo v nom
musi byt vacsie ako pocet tychto policok — ind¢ by sme do nich nemali ¢o napisat. Plati teda nerovnost

i —1<ajj.

Rovnako tak to plati aj opacne — ¢isla napravo dole od neho musia byt vécsie. Preto ¢islo v nom nemdze presahovat to,
ku ktorému pripo¢itanim poétu tychto policok dostaneme n?, t.j. najvicsie &islo, ktoré mame k dispozicii. Z toho potom
plynie

ajj+((n—j+1)" = 1) <n?

Spojenim oboch nerovnosti dostavame
2—1<aj;<n®*—((n—j+1)?2-1).
Vidime, ze vyhovujucich ¢isel a;; je nanajvys rozdiel pravej a lavej strany nerovnosti, t.j.
bj<n®—((n—j+1)2?-1)—(G>-1)=1-2n+(2n+2)j — 25>

Tu si treba uvedomit, Ze sme naozaj ukazali iba nerovnost a nie rovnost. Ak by sme chceli ukdzat rovnost, museli by
sme najst spésob, akym tie ¢isla do tabulky umiestiiovat, aby nam opravovatel veril, ze vSetky tieto moznosti st naozaj
aj realizovatelné. Nam nastastie ale bude stacit aj tento odhad (aj ked pozornym myslitelom neunikne, Ze to rovnost naozaj
nadobtda). Odhadnutim kazdého S¢itanca b; zvlast dostavame

Dh<Y 1-2n+@2n+2)j -2 =n(l-2n)+2n+n) Yy j-2> i
j=1 j=1

j=1 j=1

Na tomto mieste mame dve moznosti. Mozeme pomocou matematickej indukcie ukazat, ze vyraz napravo je ten isty, ako ten
zo zadania (v zdsade len ukdZeme, Ze s rastiicim n sa prirastok tohoto vyrazu a toho v zadani rovnd). Alebo pozijeme znadme

a velmi uzitoéné vztahy na stucty radov 2?21 j= w a Z;l: it = %. Zvysok su uz len slastné algebraické
upravy.
6 Opravoval: Tomas Babej I I
® Pocet riesitelov: 11 ]
Dokézte, ze existuje takd nekoneéné rastiica postupnost prirodzenych ¢isel ap,as, ..., ze pre kazdé celé k > 0, postupnost
a1+ k,as + k,as + k,... obsahuje len konec¢ne vela prvocisel.
Riesenie:

Uvazujme postupnost dant predpisom a, = n! + 2. Ukézeme, ze tato postupnost spliia podmienku zo zadania, inymi
k

~ = an, + k =n!+ 2+ k obsahuje len koneéné mnozstvo prvocisel

slovami, ze postupnost af, a¥, a%,... dand predpisom a
pre Iubovolné k € N.

Lemma (pomocné turdenie). Pre vietky n > k + 2 je a¥ zlozené éislo.
k

~ vieme napisat ako stucin dvoch prirodzenych ¢isel roznych od 1.

Staci ukazat, ze a
afF =nl+k+2=
=12 (k+2)-(n)+k+2

= (k+2)- (120 (k1) (k+3)-+(n) +1)

http://seminar.strom.sk
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KedZe vyrazy na pravej aj na lavej strane stié¢inu st zrejme vicsie nez 1, ak je zlozené éislo. Ostéva podotkniit, Ze tvrdenie
plati aj pre hraniény pripad n =k + 2, kedy af = (k+2)- (1-2---(k+1) +1).

S vyuzitim prave dokdzanej lemmy je uz zvysok prikladu trividlny. Kedze pre vietky n > k + 2 je a¥ zlozené ¢islo, ¢leny
postupnosti a¥ mézu byt prvoéisla len v pripade, ze n < k + 2. Takych ¢lenov postupnosti je koneény pocet (k — 1) a teda
aj pocet prvocisel v postupnosti je konec¢ny.

Komentdr: Zopar z vas sa nechalo uniest jednoduchsou verziou postupnosti, kde a,, ; = n! + k. T4 vSak nefunguje pre malé
hodnoty k. Poucenim do budtcnosti je — vyskusajte si svoje rieSenie pre hrani¢né pripady.

Konecné poradie Letného semestra 39. rocnika

P. Meno a priezvisko Kategoria | PS | 1. 2. 3. 4. 5. 6.] CS
1. -2. Juraj Micko S2 4919 9 1 9 9 9103
Samuel Krajéi 79 5 18 9 9 - 9 5103
3 Viktoéria Brezinova 79 518 9 - 3 8 8|99
4. Martin Masrna, S1 4719 4 - 9 8 91 9
5. Jakub Mach S2 519 9 - 9 - 9| 88
6 Martin Stevko 79 4918 - 9 - 6 3| 84
7. Veronika Demdéékova S2 26 | 8 9 9 9 4 -] 69
8. - 9. Henrieta Michelova S3 19719 9 - 9 8 9| 63
Michal Pandy S2 2609 9 1 9 - 8| 63
10. Zaneta Semanisinové S3 319 9 - 9 - - 62
11. Daniel Ondus S3 3119 9 0 4 8 61
12. Pavol Drotar S2 3718 9 - 4 - - | B8
13. Michaela Dlugosova S1 3919 - - - - - |57
14. Marianna PavliSinova S2 3119 9 - - 2 5| 56
15. Kristina Mislanova S3 2009 9 - 9 - - | 54
16. - 17. Filip Csonka 79 3 (- -9 - - -] 53
Zoltan Hanesz S2 2718 9 - 9 - - | B3
18. Samuel Gazda S3 2419 9 - - - 5|47
19. Norbert Michel 77 1919 3 1 4 - 1| 46
20. Juraj Jursa S1 8- 7 8 4 - - | 45
21. Martin Micko 79 28 - 8 - - - 44
22. Samuel Chaba 79 40 | - - - - - -1 40
23. Timea Zvolanekova S1 39 |- - - - - -139
24. Jakub Zolddk S2 619 9 - 4 - - | 38
25. Jakub Genci S2 208 9 - - - - |37
26. Daniel Kopf S3 2719 - - - - -1 36
27. Diana Hlavacova S3 /9 4 - 1 - -1 32
28. Eduard Lavus S2 265 - - - - - |31
29. Erik Berta 79 19 |4 3 - - - - 30
30. Martin Mih&lik 79 26 | - - - - - -] 206
31. Martin Salagovic¢ 79 70- 9 - - - -]2
32. Veronika Riskova S2 B3/9 - 0 - - -1 22
33. - 34. Lenka Kopfova 79 8- - - - - - 18
Natélia Téthova S1 8- - - - - - |18
35. - 36. Daniel Kol S2 (- - - - - - |15
Peter Papcun S2 - - 0 - - - 15
37. Simon Vanéo S3 02 8 - - - ~-1]10
38. Ondrej Binovsky S4 9 - - - - - - 9
39. Jarmila Simkova S1 0 - - 3 - - - 6
40. Marek Koman S1 0 - - - - - - 0

strom@strom.sk
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