Cislo 6 Letny semester 45. ro¢nika (2020,/2021)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Je tu dalsi éasopis STROMu, ktory prinaSa vzorové rieSenia druhej série. Okrem toho, Ze je posledny v tomto semestri,
je vynimoény aj tym, Ze s nim prichadzaja aj pozvanky pre tych najlepsich z vas. Ti sa mozu tesit na odmenu vo forme
tyzdinového netradiéného sustredenia v obklopeni skvelymi acastnikmi a vedacimi. Ak sa Ti tam tentoraz nepodarilo dostat,
nezufaj. Pevne verime, Zze nabuduce sa s Tebou uvidime!

STROMACI

Tabor mladych matematikov

Co by to boli za prazdniny bez TMMka? To veru nevieme. No sme si isti, Ze tento rok to urcite zistit nechceme! Preto
aj tento rok chystame pre buducich siedmakov ZS az budicich druhakov SS Tabor mladych matematikov, ktory sa bude
konat 23. - 30. augusta 2021 v SvP Detvianska Huta! Pytas sa, ¢o je to TMM? Ide o 8-dilovy pobyt nabity zaujimavym
programom, na ktorom nesmie chybat zabava, matematika a prijemna spolo¢nost. Pozvanku s podrobnymi informaciami
a prihlasku néjdes na naSich webovych strankach. Nezabudni vSak, Ze kapacita je obmedzena, preto s prihlasenim necakaj
na poslednu chvilu. TeSime sa na Tebal

1 Opravovala: Timka Szo6llGsova I
e Pocet rieseni: 26 L

Méame dve kruznice k; a ko, priCom ks je mensia a dotyka sa k; zvnatra v bode X. Stredy kruZnic k1, k2 ozna¢me v poradi
S1, So. Bod P lezi vnuatri k1 a nelezi na ko ani na priamke S1.55. Body N7 a Fj st prieseénikmi kruznice k; a priamky
S1 P tak, ze |[N1P| < |Fy P|. Analogicky, body N a Fy st prieseénikmi kruznice ko a priamky SoP, pricom |[NoP| < |FyP)|.
Dokézte, ze uhly N1 X Ny a Fy X F5 st zhodné.

Riesenie

Uhly pri vrchole X nad tetivami - priemermi Ny F; a NoF5 su pravé. Nasledne No X Fy je rovny |[<N1 X Fi| — |[<N1 X No| =
90° — |<<N1 X N3|. Rovnako je rovny |<NoX F5| — |<F1 X F3| = 90° — |<F1 X F,|. Z toho plynie pozadovana rovnost.
Poznamka na zaver: Vsimnime si, Ze poloha bodu P nema vplyv na ni¢ stvisiace s rieSenim.

Komentar

Vidsina z vas vyriesila tlohu vysSie uvedenym sposobom, niektori ste sa len viac rozpisali ako inf :)

Opravovali: Robo Sabovéik a Mimi Hanus I
¢ Pocet rieseni: 26 [ [

Nech g je realne ¢islo. Majme potom tri kladné celé ¢isla a, b, ¢ také, ze g+ a, ¢+ b, ¢+ ¢ st po sebe idtce ¢leny geometrickej
postupnosti s kvocientom inym ako 1. Ukazte, ze g je racionélne.

RieSenie
Pre nejaky realny kvocient k rézny od 1 v geometrickej postupnosti k(q +a) = ¢+ b a k(¢ + b) = g + c¢. Vdaka tomu
(¢+a)(g+c) = (g+a)k(g+b),
(a+a)(g+c)=(g+0b)?
¢+ aq + cq + ac = ¢* + 2bq + b2,
q(a —2b+c) =b* — ac.
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Ak a—2b+c # 0, g sa d4 vyjadrit ako podiel (b* —ac)/(a—2b+c) dvoch celych é&isel, z ktorych menovatel nie je nula, a teda
je racionalne. Ak a—2b+c = 0, ¢ = 2b—a, z oho po dosadeni do poslednej rovnice dostaneme q-0 = b? —a(2b—a) = (a—b)?,
Gize a = b a g+ a = g+ b. Aby kvocient nebol 1, musia byt tieto ¢leny nulové, takze ¢ = —a, ¢o je celé a tym padom aj
racionélne ¢&islo.

Komentar

Vsetky rieSenia za kladny pocet bodov okrem dvoch zvolili rovnaky pristup ako vzorové rieenie (vyjadrenie ¢ pomocou a,
b a c). Zapisat g ako podiel ste zvladli vetci, ¢o nas tesi. Jediny vyrazny problém bol, Ze ste bud vobec nerozobrali pripad,
ked a — 2b+ ¢ = 0, alebo ste ho rozobrali len velmi povrchovo, o vSak bohuzial nestacilo. Nabudtce sa po vyrieseni tlohy
zamyslite nad tym, ¢i rieSenie nema eSte nejaké problematické pripady :).

Opravovali: Martin Masrna a Mato Gbtr I I
¢ Pocet rieSeni: 8 I LL

Dano a Peto hraju hru. Dano zaéina a striedaji sa v tahoch. Jeden tah pozostava z napisania jednej cifry na tabul'u, pri¢om
kazda cifra moze byt napisana bud na zaciatok, alebo na koniec postupnosti cifier, ktoré uz su na tabuli. Dok4Zzte, Ze Dano
vie svojimi tahmi zariadit to, Ze ¢islo na tabuli (sklada sa zo vSetkych cifier v tom poradi, ako st napisané, v desiatkovej
ststave) po ziadnom Petovom tahu nebude druhou mocninou prirodzeného ¢isla.

RiesSenie
Na tvod si modzeme uvedomit, Ze 2 mod 10 € {0,1,4,5,6,9} pre vietky x (vieme si to lahko overit, ak kazdu cifru umoc-

nime). Ak Dano vzdy napiSe na koniec cifru 2, 3, 7 alebo 8, Peto moze vyhrat iba tak, Ze cifru napiSe na koniec postupnosti.

Povedzme, Ze na tabuli je napisana postupnost cifier 7 ... Z,. Ak by Dano napisal na koniec napr. cifru 2, a x; ...x,2k
by bol §tvorec pre nejaki cifru k, prehral by. Keby toto platilo pre 2, 3, 7 aj 8, nemohol by Ziadnu z tychto cifier pripisat
na koniec postupnosti.

Cisla X1 ... x52k1, X1 ... p3ke, 1 ...y Tks & o1 ... 2,8ky lezia v intervale {z, ...,z + 69} pre nejaké x. NajmensSie z nich
moze byt z1...2,20 a najvicsie x ...2,89. Aby Dano nemohol na koniec napisat Ziadnu z cifier 2, 3, 7, 8, museli by
existovat 4 Stvorce 51 < s < s3 < s4 také, Ze s4 — s1 < 69. V&imnime si, ze (102,112,122,132) = (100, 121, 144, 169) tito
podmienku spliiaji tesne. Plati ale, ze (n 4+ 2)? — (n + 1)2 > (n 4+ 1)? — n?. Vzdialenost medzi susednymi $tvorcami sa
s rastacim n zvySuje. Teda pre kazdé ¢islo x > 100 plati, Ze v intervale {z, ...,z + 69} lezia najviac 3 §tvorce.

Preto, ak ZT1 ... %, > 1, tak z1...x,ck > 100 (vyuzijeme ¢ € {2,3,7,8}). Ked je pred Danovym tahom na tabuli aspon
jedna nenulova cifra,tak vie vzdy vybrat cifru ¢ € {2,3,7,8} tak, aby 1 ...z,ck nebol §tvorec pre ziadnu cifru k. Preto,
ak Peto napiSe akikol'vek cifru ¢i uz na zaciatok, alebo na koniec postupnosti, tak po jeho tahu na tabuli nebude napisany
Stvorec.

Jediny pripad, kedy toto neplati, je aplne prvy tah. Mozeme si ale Tahko overit, ze Zziadne z ¢isel {70,...,79} nie je Stvorec.
Preto Dano v prvom tahu napiSe cifru 7. Potom vie uz vzdy vybrat cifru ¢ € {2,3,7,8} tak, aby Peto nemohol vyhrat.

Komentar

Napriek tomu, Ze sme dostali len 6 redlnych rieSeni, tato tloha nebola velmi naro¢na a zakladala sa len na pedantnom
rozobrani vSetkych moznych pripadov. Va¢sine z vas sa to podarilo, avSak niektori ste zabudli zvazit to, ze Peto moze pred
zaiatok ¢isla napisat aj nulu. Je to sice trividlny pripad, no na dosiahnutie plného po¢tu bodov musite rozobrat naozaj
vSetky mozné tahy.

Opravovali: Zanetka SemaniSinova a Kubo Genéi I
* Pocet rieseni: 9 I_ _I__II_

Na veducovskom sustredeni sa stretlo 2020 vedtcich. V ramci tréningu na $porty sa postupne stretli v spoloc¢enskej vsetky
neprazdne podmnoziny veducich (kazda inokedy). Vzdy, ked sa podmnozina stretla, dohodla si svoj bojovy pokrik, no vybrat
si mohla iba z dvoch moZnosti: ,,Veduci, horia pukance!* alebo ,,Nemam vodu!“. Jednotlivé podmnoziny si zvolili pokriky
tak, aby platilo, ze podmnozina, ktora je zjednotenim dvoch mnozin s rovnakym pokrikom, si tiez zvolila ten isty pokrik.
Pre kazdé celé &islo n, 0 < n < 22020 ukazte, Ze si mohli zvolit pokriky tak, Ze prave n podmnozin ma pokrik ,,Vedici, horia
pukance!“.
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RieSenie
Ozna¢me pokrik ,,Veduci, horia pukance!* ako pokrik P a pokrik ,Nemam vodu!“ ako pokrik V. DokaZeme vSeobecnejsie
tvrdenie, kde pocet vedicich bude k € N a 0 < n < 2*. Z neho samozrejme vyplynie aj tvrdenie zo zadania. Dokaz urobime

matematickou indukciou podla k.

Nech k = 0. Potom mozna hodnota pre 0 < n < 2¥ =1 je len n = 0. Vtedy si kazda podmnozina méze zvolit pokrik V
a v8etko funguje. Predpokladajme teraz, Ze naSe tvrdenie plati pre k a z toho dokaZzeme, Ze plati pre k+ 1. Ozna¢me vedicich
V1,...,Up41 @ uvazujme 0 < n < 281 Rozligime 2 pripady.

Pripad n < 2*:

Z indukéného predpokladu vieme, ze moézeme vybrat n podmnozin mnoziny {v1, ... vy}, ktorym priradime pokrik P (a zvys-
nym priradime pokrik V) tak, Ze budu spliiat tvrdenie v pripade, ked by vedicich bolo iba k. Presnejsie, pre kazdé dve
neprazdne podmnoZiny X a Y mnoZiny {v1,...v;} bude platit, Ze ak maja rovnaky pokrik, tak aj X UY mé tento pokrik.

Dokazeme, Ze tato volba vyhovuje aj ak vezmeme do tvahy vSetkych k& + 1 veducich. Uvazujme teda dve podmnoziny X a Y
mnoziny {v1,...vk41} s rovnakym pokrikom. Ak ani jedna z nich neobsahuje viy1, tak vieme, Ze X UY ma tieZ rovnaky
pokrik. V opa¢nom pripade aspon jedna z nich obsahuje vi41, a teda vi41 obsahuje aj X UY. V tom pripade mé X, Y
aj X UY pokrik V.

Pripad n > 2":

Podl'a predchadzajiceho pripadu vieme vybrat m = 2¢+! —n < 2F podmnozin, ktorym priradime pokrik P (a zvy$nym
priradime pokrik V), ktoré spliiaji zadanie. Na tom, ktory pokrik je ktory, samozrejme nezalezi, takze rovnako vieme vybraf
m podmnozin, ktorym priradime pokrik V (a zvy$nym pokrik P), ktoré spliiaji zadanie. Mnozin s pokrikom P bude vtedy
n, ¢o je presne to, ¢o sme chceli ukazat.

Ukazali sme, ze ak tvrdenie plati pre ¢&islo k, tak plati aj pre k + 1, ¢im je dokaz indukciou hotovy.

Komentar

Do tulohy sa pustilo len velmi malo z vas, ¢o je Skoda, pretoZe to bola pekna a poucna tloha, aj ked nie jednoduché.
Okrem rieSenia prezentovaného vo vzorovom rieSeni existuje eSte pekné rieSenie, ktoré pouziva rozvoj n v dvojkovej ststave
a ktoré je mozno trochu intuitivnejsie. Spisat ho vSak formalne spravne da zabrat a tak sme sa rozhodli vias nim neodstrasit
vo vzoraku. Chceme v8ak pochvalit vSetkych, ¢o sa do tlohy pustili a prigli v nej aspon na nejaké myslienky.

Opravovali: Kristin Mislanova a Peto Kovacs I
e Pocet rieseni: 10 l_ll

Nech ABCD je tetivovy §tvoruholnik taky, 7e |AB| + |CD| = |BC|. Ukazte, %e osi uhlov DAB a CDA sa pretinaju na
tsecke BC.

RieSenie

Bez ujmy na veobecnosti predpokladajme, ze |[AB| > |CD|,
v opa¢nom pripade funguje dokaz symetricky. Kedze plati
|AB| + |CD| = |BC|, tak na strane BC vyznacme bod E
taky, ze |BE| = |AB| a |EC| = |CD|. Potom trojuholnik
CDE je rovnoramenny a plati |[<CDE| = |<CED| = a,
|[<DCE| = 180° — 2a. Analogicky v trojuholniku ABE
plati |<BAE| = |<AEB| = 3, |<ABE| = 180° — 24. Stvo-
ruholnitk ABCD je tetivovy, preto ma suéty protilahlych
uhlov rovné 180° a dostavame |<CDA| = 180° — |[<ABC| =
180° — (180° — 283) = 28. Rovnako dostaneme aj to, Ze
|<BAD| = 2a.

Teraz oznatme ako F priesenik strany BC' s osou uhla
CDA. Z toho, ze |[<CDA| = 28 a DF je os uhla, dosta-
vame |<CDF| = |<FDA| = p. Nad tusetkou AF méame
dva rovnaké uhly FDA a FEA rovné 8. Ked opiSeme tro-
juholniku F'DA kruZnicu, tak na nej musi lezat aj bod E,
lebo uhol FEA ma rovnaku velkost ako FDA (si to obvo-
dové uhly nad AF'). Preto body A, F, E a D lezia na kruz-
nici a tvoria tetivovy Stvoruholnik. Vieme, Ze |<FED| =
180° — |[<DEC| = 180° — . Z vlastnosti tetivovych Stvoru-
holnikov nasledne |<</"AD| = 180° — |<F'ED| = 180° — (180° — a) = a.
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Teraz si sta¢i uvedomit, Ze sme postupne ukézali |[<<BAD| = 2« a |[<FAD| = a. Z toho priamo plynie, Ze AF je osou uhla
BAD, a teda dané osi sa pretinaju v bode F, ktory lezi na tsecke BC.

Na zaver eSte nesmieme zabudnut, Ze by mohol nastat pripad, kedy by nami zvolené body F a F splynuli. Potom ale
a = |[<CDE| = |<CDF| = B arovno vidime, Ze plati |<BAD| =2« a |[<BAE| = 3 = a, teda AF je os uhla BAD.

Komentar

Uloha nevyzadovala Ziadne $pecialne znalosti, no napriek tomu bolo riesitelov pomerne malo. Viac ako polovici sa tlohu
podarilo vyriesit spravne. Body sme strhavali za nedostato¢nt diskusiu o polohe bodov, pripadne za chybajici komentar
k rieSeniu.

Opravovali: Dano Ondus§ a Viki Brezinova I
e Pocet rieseni: 3

Uvazujme postupnosti z ¢isel 1,...,n, ktoré neobsahuji podpostupnost a, b, a,b (nie nutne za sebou) pre Ziadne rozne a a b,
ani dve rovnaké ¢isla za sebou, a v ktorych najlavejsie vyskyty &isel tvoria rasticu postupnost. Z nich vyberme také, ktoré
obsahujt kazdé ¢islo aspofi raz a maju dizku 2n — 1, o je zaroveii maximalna dlzka, aki tieto postupnosti mézu nadobudnit
(to ukazovat nemusite). Napr. pre n = 3 mame postupnosti 12321 a 12131. Ukazte, Ze ich pocet je Cp,_1, kde Cp = 1 a
Cn = O()Cn_l + Olcn_z + -+ Cn_lco pren Z 1.

RieSenie
Tvrdenie dokézeme indukciou. Pre n = 1, mame postupnosti dlzky 1 zlozené zo samych jednotiek. Takato postupnost je len
jedna, preto plati, Ze ich pocet je Cy = 1.

Vo v8eobecnom pripade predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre 1, 2, ..., n — 1. Zoberme si vyhovujiicu postupnost P zloZeni
z Gisel 1 aZz n. Kazda takato postupnost nutne zacina ¢islami 1 a 2 v tomto poradi. Vlozme si oddelova¢ pred prvi a za
poslednt dvojku v tejto postupnosti. Cisla sa v postupnosti objavuju v poradi, takZze moézeme predpokladat, Ze medzi
oddelovaémi su &isla 2 az k (kazdé niekolkokrat), kde k& < n. Za druhym oddelovacom sa Ziadne z tychto ¢isel uz nemdze
objavit, v opanom pripade mame pre 2 < b < k podpostupnost 2, b, 2, b. Tiez plati, Ze medzi oddelova¢mi sa nemoze

LIPS

vyskytovat ¢islo 1, inak by sme dostali podpostupnost 1, 2, 1, 2.

Pozrime sa na zvySok postupnosti za druhym oddelovadom. St v fiom &isla k + 1 az n. Zaroven v8ak mozeme znova pouzivat
&islo 1, lebo nebolo medzi oddelovaémi, takZe s ¢islami 2 az k nedostaneme zakazant podpostupnost. Ak by hned za druhym
oddelovacom bolo iné &islo ako 1, tak by sme celi postupnost vedeli predizit tym, ze pred to &islo pridame 1. Toto pridanie
1 hned za druhy oddelova¢ postupnost nepokazi, lebo ak by pre nejaké b > k vznikla podpostupnost 1, b, 1, b, tak uz tam
musela byt aj predtym, kvoli ¢islu 1 na aplnom zaciatku postupnosti.

Teraz plati, Ze medzi oddelovaémi mame postupnost Py z (k — 1) roznych &isel. Zaroveh vidime, Ze okrem dizky musi splhat
vSetky podmienky zadania. To, Ze je zloZena zo znakov 2 az k namiesto 1 az k — 1, je zjavne nepodstatné. Rovnako za
druhym oddelovadom méame postupnost P, z n — k + 1 roznych &isel, v ktorej najlavejsie vyskyty tychto ¢isel tvoria rastucu
postupnost, lebo sme pridali 1 hned za druhy oddelovaé. Preto tiez nutne spliia podmienky zadania, okrem dlzky. Pozrime
sa na ich dlzky. Postupnost P; moze mat podla zadania dlzku maximalne 2k — 3, P, maximalne 2n — 2k + 1, o je dokopy
2n — 2. Kedze P je v tvare 1, Py, P, a podla zadania ma dlzku 2n — 1, tak P; aj P, musia dosahovat maximalnu dlzku, ¢im
splhaju vietky predpoklady zadania. Potom z indukéného predpokladu mame Cj_s moznosti na vyber P, a C,,_; moznosti
na vyber P, ¢o nam dava Cy_sC),_, moZnosti na vyber P. Nakoniec staci uz iba s¢itat tieto moznosti pre vSetky k od 2
po n, ¢im dostavame vzorec pre C,,_1 zo zadania, ako sme chceli.

Komentar

Jediné rieSenie, ktoré nam prislo, bolo spravne, ¢o nas velmi tesi, a nabuduce ich snad bude viac.

Autori vzorovych rieseni: Erik Berta, Viktoria Brezinova, Martin Albert Gbur, Patrik Palovéik, Robert Sabovéik, Zaneta
Semaniginova, Timea SzollGsova
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Konecné poradie letného semestra 45. roc¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Ro¢nik | Skola PS|1. 2. 3 4. 5 6.|H]|CS
1. Lucia Chladna 79 GAMCABA | 54 |9 9 9 &8 9 - | 0| 107
2. Martin Kopcany S2 GJChaBR 519 9 7 7 - 9 |1]|100
3. Veronika Chovancova S2 PiarGTN 5 19 8 9 2 9 - 0 93
4. Karin Estokova S2 GMRSKE 4619 9 - - 8 - ]10]| 72
5. Oskar Hritz S2 GPostKE 3819 9 4 6 - |0 66
6. Timea Jakubocyova S4 BGMHSu¢ 36|19 9 - 9 - |10 63
7. Sara GaSparova S2 GAMCABA | 389 9 - - - -0/ 56
8. Matug Masrna S3 GPostKE 319 9 - - - | 0] 53
9. Katarina Farbulova 79 GAlejJKE 2509 3 - - - - |-1| 46
10. Lenka Hake S4 GAlgjKE 4 | - - - - - -] 0| 44
11. - 12. | Maxima Bednar¢ikova 79 GAlejKE 2219 3 - - - - |-1] 43
Barbora Baltovi¢ova S1 GAlejKE 43 |- - - - - - [0 43
13. Richard Gerboc S2 GPostKE 2519 6 - - - -] 0] 40
14. Stefan Vasak S2 | GPostKE 219 6 - - - -]0] 39
15. Terézia Stanova S1 EGJAKKE 919 - - - - - 10| 37
16. - 17. | Lubomir Vargovéik S2 GPostKE 2009 6 - - - -0/ 36
Martin Smiliiak S1 GAlejKE 8- 9 - - - -0 36
18. Viliam Geffert S2 GPostKE 9|19 6 - - - -]10| 34
19. Katarina Gersova S1 GJHN3BA 2414 0 1 - - -101] 33
20. - 21. | Lujza Milotova S4 GPostKE 419 7 0 0 0 0|0/ 30
Branislav Jecim S1 GSkolSN 1219 - - - - -0/ 30
22. - 24. | Miriam Horvéathova S2 GStarMI 909 - - - - -|lo0]| 2
Peter Kochelka S3 GJGTBB 281 - - - - - - 101 28
Ivan Kushpel S3 GAMCABA | 28 | - - - - - -0 28
25. - 27. | David Belobrad S4 GAMCABA | 20 | - 7 - - - -]o0] 27
Martin Andricik S4 GPostKE 27 | - - - - - 10 27
Jan Richnavsky S4 GPostKE 819 0 0 0O 0 0] 0| 27
28. - 29. | Natalia Cigasova S2 GPostKE 26 | - - - - - 0| 26
Michal Vorobel S4 GJARMPO 0 9 9 - - 8 - ]10/| 26
30. - 34. | Erik Novak S3 GPostKE 25 | - - - - -] 0| 25
Martin Kliment S3 GPostKE 25! - - - - - -10 25
Alex Gagparikova S4 | GAMCABA |18 | - 7 - - -0 25
Jakub Kulka S2 GMRSKE 3 9 9 - 4 0 -|0] 25
Alex Blandén S4 GPostKE 0 9 9 5 2 -] 0| 25
35. - 37. | Michaela Rusnakova S4 GAlejKE 24 1 - - - - - - 10| 24
Jakub Farbula S4 GAlejJKE 519 0 - - - - ]-1| 24
Adela Horvathova S1 GPostKE 0 9 6 - - - -]10]| 24
38. Adriana Schmotzerova S4 GPostKE 6 9 4 - 2 - - 101 21
39. Bianka Gurska S1 GPostKE 20 - - - - - - 0 20
40. Vladimir Sklenar S1 GTVanSL 9 - - 2 - 0 -10 13
41. Natalia Poliac¢ikova 79 ZKrodKE 22- - - - - - 0 12
42. Adam DZavoronok S2 GPostKE 8 - - - - - -10 8
43. Norbert Michel S4 GPostKE 6 - - - - - -10 6
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Nazov: STROM — koreSpondenény matematicky seminar
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