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1. Cast

Uloha 1.1: Kubo mé 26 kamaratov, ktori riesili semindr STROM, a 17 takych, ktori riesili seminir KMS.
11 jeho kamaratov nikdy ziadny seminar neriesilo. Ak ma Kubo 42 kamaratov, kolko z nich riesilo STROM
aj KMS?

Vysledok: 12

Riesenie: Kedze 11 kamaratov neriesilo ziaden seminar, bude nas zaujimat iba zvysnych 42 — 11 = 31 ka-
maratov. Ak 26 z nich riesilo STROM (niektori z nich aj KMS), tak 31 — 26 = 5 riesilo iba KMS. To znamen,
ze oba semindre riesilo 17 — 5 = 12 kamaratov.

Uloha 1.2: N4jdite vSetky usporiadané dvojice prvodcisel (p, q) také, Ze Spiﬁajﬁ p? 4+ pq = 323.

Vysledok: (17,2)

Riesenie: Vsetky prvocisla vicsie ako 2 st neparne. V pripade, Ze p aj q je neparne prvocislo, tak p? je neparne
¢islo a pq je tiez neparne ¢islo. Sucet p? + pq je preto ¢islo parne, a teda nie 323, ¢o je spor. Z toho vyplyva, ze
bud p = 2 alebo ¢ = 2. Ked p = 2, tak lavd strana rovnice je parna (pretoze oba Cleny su delitelné 2), teda nie
323. Preto nutne ¢ = 2 a dalej len riesime rovnicu:

p? + 2p = 323,
PP +2p+1=2323+1,
(p+1)* =324,
Ip+1| =18.

Kedze p+1 je kladné ¢islo, tak p+1 = 18, teda p = 17. Existuje len jedna dvojica prvocisel (p, ¢), a to (17,2).

Uloha 1.3: V miestnosti je 7 Tudi. Styria z nich poznajt prave jedného iného ¢loveka v miestnosti a traja z nich
poznajui prave dvoch. Ak4 je pravdepodobnost, ze ndhodne zvoleni dvaja ludia sa nepoznaji? Vysledok zadajte
ako zlomok v zdkladnom tvare. Poznamka: znamost je vzajomna.

Vysledok: 16/21

Riesenie: Najprv si musime uvedomit, ze zndmost je vzdjomna. To znamend, ze ak Adam poznéd Betku, tak

aj Betka Adama, a zaroven takito zndmost ratame ako jednu, nie ako dve. V miestnosti je preto
4-1+3-2
—— =5
2

dvojic Tudi, ktori sa navzajom poznaji. Celkovy pocet dvojic je ale (;) = 21. Kedze 5 dvojic z 21 sa navzijom

poznd, tak dvojic, kde sa Iudia nepoznaji je 21 — 5 = 16. Vysledna pravdepodobnost je preto 16/21.

Uloha 1.4: Castica sa pohybuje v stiradnicovom systéme, ako je znézornené na obrézku. Za mindtu prejde
vzdy vzdialenost dlzky 1. V ktorom bode sa bude nachadzat po 2017 minttach?

Vysledok: [44, 7]

Riesenie: Castica postupne prechddza vsetky body v stiradnicovom sys- Y

téme. Vidime, Ze vzdy, ked ,narazi* na jednu z osi, tak uzatvara Stvorec

bodov, ktoré presla. Cas potrebny na prejdenie vetkych bodov Stvorca so 14 13 12
stranou n je (n+1)? — 1, kedZe v bode [0,0] bola v ¢ase 0. Navyse, ak n je 3

parne, castica narazila na z-ovt os, zatial ¢o pre neparne n Castica narazila 9 4 5 6 [11
na y-ovii os. Po chvilke skiiSania zistime, Ze najblizsie druhé mocniny okolo

2017 st 442 = 1936 a 452 = 2025. Nakolko 2025 je blizsie, tak pojdeme IRCANCED CAN B
od tohto bodu a budeme sa vracat v ¢ase. Po 2024 minttach Castica presla o T1 +s8 T9

vSetky body v Stvorci so stranou 44 a skonéila v bode [44,0]. Preto sedem
mintt skor, v case 2017, sa Castica nachddzala v bode [44, 7].



Uloha 1.5: The closed curve in the figure is made of 9 congruent circular
arcs each of length 27/3, where each of the centers of the corresponding
circles is among the vertices of a regular hexagon of side 2. What is the area
enclosed by the curve?

Vysledok: 7+ 63 ° °

RieSenie: Ulohou je spocitat obsah ttvaru, ktory je ohraniceny krivkou.
Krivku tvori 9 kruznicovych oblikov, pricom kazdy mé dizku 27 /3 a stredy
prislusnych kruznic tvoria pravidelny Sestuholnik so stranou dizky 2 (body,
ktoré nie st plné).

Najprv si uvedomme, ze kazdy kruznicovy oblik je ¢astou kruznice, ktord
mé polomer 1, a teda oblik prislicha tretine plného uhlu (t.j. prislicha
120°, pretoze celd kruznica ma obvod 27). Dokreslime si par tseéiek (tie,
¢o st plné) tak, ako na obrdzku. Potom vidime, Ze hladany obsah ttvaru
je obsah Sestuholnika (uréeného neplnymi bodmi) zmenseny o tri kruhové
vyseky v sicte s obsahom Siestich kruhovych vysekov. Je to teda obsah
sestuholnika v sticte s jednym obsahom kruhu (tromi kruhovymi vysekmi,
pricom st vSetky zhodné a prislichajia uhlu 120° kazdy). Obsah kruhu
je jasne 7 - 12 = 7. Ostdva si uvedomit, ze pravidelny Sestuholnik vieme
rozdelit na Sest zhodnych rovnostrannych trojuholnikov (Giarkovana diara
na obrizku) so stranou 2, teda obsah celého Sestuholnika bude 6 (1/2) 22 -
sin(60°) = 6-(1/2) - 22 - (v/3/2) = 6+/3. Krivka z obliikov ohrani¢uje plochu
s obsahom 7 + 6+/3.

Uloha 1.6: Majme jedenastboky ihlan, ktory mé na kazdej stene (aj podstave) nejaké ¢&islo. Stcet vSetkych
tychto cisel je 60. Kazdému vrcholu je priradené ¢islo, ktoré je rovné sic¢tu ¢isel na stenach, ktoré tento vrchol
obsahujti. Navyse maju vSetky vrcholy priradené rovnaké Cislo. Aké?

Vysledok: 33

Riesenie: Jedenastboky ihlan je tvoreny podstavou v tvare jedendstuholnika a jedenastimi trojuholnikovymi
boénymi stenami. Kazdému vrcholu je priradené rovnaké ¢islo, ktoré je stictom c¢isel na stenach, ktoré tento
vrchol obsahuji. Toto ¢islo vo vrcholoch si oznac¢ime X.

KedZe méme v ihlane vrchol, ktory je obsiahnuty prave v jeho jedendstich boc¢nych stenach, tak vieme, Ze stcet
vietkych &isel napisanych na tychto boénych stenach je X. Cislo napisané na podstave si oznaéime Y. Podla
zadania je sucet vSetkych napisanych c¢isel na stenach ihlanu 60, a teda X +Y = 60.

Ked sa pozrieme na sucet ¢isel priradenych vSetkym vrcholom podstavy, ¢ize 11X, tak si ho vieme vyjadrit aj
ako 11Y + 2X, pretoze v tomto stcte je podstava zahrnuta 11-krat, kedze kazdy z vrcholov je v nej obsiahnuty
a zaroven ¢islo z kazdej z bo¢nych stien bolo zahrnuté do prave dvoch vrcholov podstavy.

Po dosaden{ Y = 60 — X do rovnice 11X = 11Y + 2X dostdvame 9X = 11(60 — X ), odkial X = 33.

Uloha 1.7: Majme pevnt Sachovnicu rozmerov 3 x 3. Kolko trojuholnikov uréuji jej mrezové body? Vysledok
uvedte ako jedno prirodzené cislo.

Vysledok: 516

RieSenie: Kazdy trojuholnik je uréeny trojicou nekolinedrnych bodov (to st také body, ktoré nelezia na jednej
priamke) a zdroven kazda také trojica bodov uréuje trojuholnik. V mriezke 3 x 3 mame 4 - 4 = 16 mrezovych

bodov, a teda
16 16-15-14
(3) T

roznych trojic bodov. Nie kazda trojica ale automaticky urcuje trojuholnik. Od tohto poc¢tu musime este
oddéitat trojice kolinedrnych bodov (lebo tie uréuji len tsecku). V jednom ,riadku“ bodov mame jasne (g) =4
trojice kolinedrnych bodov. Riadkov pritom mdme formdlne 8 (4 v jednej a 4 v druhej osi mriezky). Ostéva
zaratat trojice leziace na uhloprieckach. Na kazdej z oboch hlavnych diagondl je trojic spolu (3) =4 a na
uhloprieckach nad, resp. pod niou st spolu dve takéto trojice (v kazdej z oboch orientdcif). Spolu tak mame
560 —8-4 —2-4 —2-2 =516 trojic nekolinearnych bodov, a teda pocet hladanych trojuholnikov je 516.



A v

Uloha 1.8: Majme $katulu so 100 ¢ernymi a 100 bielymi guléc¢kami. Vizdy z nej vyberieme 3 gulocky a niektoré
vratime podla nasledujicich pravidiel (zvys$né vybrané guldcky do Skatule nevraciame):

1. Ak vytiahneme 3 ¢ierne, vratime 2 Cierne.

2. Ak vytiahneme 2 ¢ierne a 1 bielu, vratime 1 ¢iernu a 1 bielu.

3. Ak vytiahneme 1 ¢iernu a 2 biele, vratime 2 biele.

4. Ak vytiahneme 3 biele, vratime 1 ¢iernu a 1 bielu.

Aké gulocky mozeme mat na konci?

Vysledok: 2 biele gulocky

Riesenie: Nasa hra konéi vtedy, ak uz nemodzeme spravit ziaden tah. Vzdy, ak mame aspon 3 gulocky, tak
vieme spravit fah a zaroven v kazdom fahu sa pocet gulééok zmensi o jednu. Vidime, ze v ziadnom fahu sa
parita bielych gul6¢ok nemeni, teda ak sme zobrali neparny pocet bielych, tak sme ich neparny pocet aj vratili,
ak sme zobrali parny, tak sme vratili parny. Zaroven neexistuje tah, v ktorom by sme sa mohli zbavit vSetkych
bielych gul6c¢ok, ktoré mame.

Na konci musime d6jst do bodu, ked ndm zostant len dve guldcky. Vieme, ze aspon jedna z nich musi byt biela,

kedZze tych sa nevieme zbavit tiplne. Zaroven bielych musi ostat parny pocet, lebo aj na zaciatku ich bol parny
pocet. Preto po poslednom tahu v skatuli zostant 2 biele gulocky.

Uloha 1.9: Je dany §tvoruholnik ABCD taky, Ze jeho uhlopriecky st osami jeho vnutornych uhlov. Urcte jeho
obsah, ak viete, Ze jedna strana a jedna z jeho uhlopriecok majt zhodnua dlzku 2.

Vysledok: 24/3

RieSenie: Bez ujmy na vSeobecnosti nech |[AB| = |BD| = 2 (rozmyslite si, prefo vieme zvolit uhlopriecku
a stranu s danou dizkou Iubovolne). Trojuholnik ABD je potom rovnoramenny, a teda |[¥BDA| = |¥BAD| = a
(atiez |[XBDC| = a, pretoze BD je osou uhla ADC). Uhlopriectka AC tvori os uhla DAB, takze |SCAB| = a/2.
Dopliime este velkosti uhlov: |[¥DBA| = 180° — 2a = |<DBC| = 180° — 2a, pri¢om vyuzivame stucet vni-
tornych uhlov v ABD a fakt, ze BD je osou uhla ABC'. Nakolko sicet vnitornych uhlov v celom stvoruholniku
je 360°, tak |[XACB| = |XACD| = /2 (vyuzivame, ze AC deli uhol DC B na polovice).

Vsimnime si teraz, Ze pre sicet vntutornych uhlov v trojuholniku AC'B plati: 180° = 2-(180° —2a)+2-(a/2) =
a = 60°. Uvedomme si este, ze trojuholniky ABD a C'BD st zhodné podla vety usu. Hladany obsah potom
vieme vyjadrit napr. ako: Sapop =2 Sapp =2-(1/2)-|AB| - |BD| -sin(|¥ABD|) = 2% - sin(60°) = 2v/3.

Uloha 1.10: Nech f(n) = m pre n € N. Zistite hodnotu sac¢tu: f(1) + f(2) +--- + f(2017).

Vysledok: 2018 — 1

RieSenie: Usmernime zlomok (prendsobime jednotkou vo vhodnom tvare) f(n), aby sme sa zbavili odmocnin

v menovateli:
B 1 vn+ —\/ﬁ_\/n—kl—\/ﬁ_ _
U R e Sy ey iy ey prel U

Sucet zo zadania potom vieme prepisat ako:
(V2= V1) + (V3 —=V2) + (VA= V3) + -+ (V2018 — V2017) = —V1 + V2 — V2 + V3 - V3 + - + V2018

Po vhodnom zoradeni a ,vynulovani ¢lenov* nam ostane: /2018 — 1.
”

Uloha 1.11: Mame 5 letisk. Pre kazdé dve letiskd A, B plati, Ze bud existuje pravidelné letecké spojenie z A
do B alebo z B do A, nie vSak obidve zdaroven. Navyse este plati, Ze existuje jedno letisko, z ktorého sa d&
vyrazif a po ¢ase sa donho nejako vratit spat. Kolko je moznosti, ako mézu byt pravidelné linky medzi letiskami
rozvrhnuté?

Vysledok: 904

Riesenie: Najprv vynechajme podmienku o tom, ze mé existovat letisko, z ktorého vieme vyjst a vratit sa do
neho. Potom méame 10 = (g) dvojic miest a medzi kazdou z nich médme dve moznosti, ktorym smerom dame
let. Preto je dokopy 2'° = 1024 moznosti ako rozvrhnit linky.

Od tychto moznosti vSak musime odcitat tie, pri ktorych nebude existovat okruznd jazda. Ako moézu byt lety
rozvrhnuté, aby neexistovala? No zjavne tam musi byt mesto, z ktorého nevychadza ziadna linka, inak by sme
mohli stale cestovat dalej, az by sme sa dostali do mesta, kde sme uz boli. Ked toto mesto odstranime, tak
zjavne zase zo zvysnych 4 miest musi existovat mesto, z ktorého teraz nevychadza ziadna linka, atd. V koneénom



dosledku zistime, ze to musi vyzerat tak, ze nejak oc¢islujeme mesta od 1 do 5 a linka pojde vzdy z mesta s vysSSim
¢islom do mesta s niz$im ¢islom.

Kolko mame moznosti ako takto ocislovat mestd? No zjavne 5-4-3-2-1 = 5! = 120. Preto celkovy pocet
moznosti ako rozvrhnif linky podla podmienok je 1024 — 120 = 904.

Uloha 1.12: Roman a Toma$ sa pozeraji na billboard. Roman D
stoji na bode A vo vzdialenosti 40 m od steny, na ktorej sa billboard
nachéidza, zatial ¢o Tomas stoji na bode B vo vzdialenosti 10 m od
steny. Z oboch bodov vidno billboard pod rovnakym uhlom; uhol
CAD je rovnaky ako uhol CBD, kde C je bod na spodnom okraji C
billboardu a D je bod na vrchnom okraji billboardu a navyse body
A, B, C a D lezia v rovine kolmej na zem. Zistite, v akej vyske je

zaveseny billboard (vzdialenost bodov P a ('), ak vyska billboardu ) i
je Sm. ‘ _
(Roman) B (Tom4s)

Vysledok: (/1625 —5)/2m

RiesSenie: Body A a B, na ktorych stoja Roman a Tomas, sa nachddzaji v rovnakej polrovine vzhladom na
priamku C'D a navyse usecku C'D vidno z bodov A a B pod rovnakym uhlom. Stvoruholnik ABCD je preto
tetivovy. Stucet protilahlych uhlov v tetivovom Stvoruholniku je 180°, a preto

|*DAB| =180° — |[¥DCB| = |[¥BCP|.
Rovnakym sposobom vieme dostat, ze
|[¥*ADC| = 180° — |XABC| = |[¥CBP|.
Preto trojuholniky APD a C'PB st podobné podla vety uuu. Z podobnosti trojuholnikov dostavame

|AP| |CP|+|CD|
ICP| ~  |BP|
|CP|* + 5|CP| = 400
~5+ /25 + 1600
5 :

CP| =

Vzdialenost bodov C' a P je kladné ¢islo a preto nas zaujima len kladné riesenie predchadzajicej kvadratickej
rovnice. Teda billboard sa nachadza vo vyske (v/1625 — 5)/2m.




2. Cast

Uloha 2.1: Pokladnitka v muzeu predéva Iudom vstupenky s éslom podla toho, kolki v poradi v ten dei prisli
(prvy navstevnik dostane vstupenku s ¢islom 1, druhy s ¢islom 2, atd.). Pocas dnia sa minul zlty papier, na
ktory vstupenky tlacila, a preto zacala pouzivat modry. Vecer zistila, ze predala rovnako vela zltych vstupeniek

.....

Vysledok: 14

RieSenie: Oznac¢me si pocet predanych zltych (resp. modrych) vstupeniek ako n. Rovnako potom najvyssia
predand zlta vstupenka mala poradové ¢islo n. Modré vstupenky preto boli ¢islované ¢islami n + 1, n+ 2, ...
KedZze modré vstupenky mali posunuté cislovanie o n, pri kazdej predanej modrej vstupenke sa siicet ¢isel na
modrych vstupenkédch zvysil o n viac, nez sa pri prislusnej zltej vstupenke zvysil sticet na zltych. Modrych
vstupeniek bolo predanych tiez n, preto sa sucet na modrych vstupenkach zvysil oproti zltym n-krat o n.
Rozdiel medzi stétami preto spliiia 49 = n2. Preto n = 7 a pocet predanych vstupeniek bol 74+ 7 = 14.

Uloha 2.2: Nijdite najmensie prirodzené &slo n, pre ktoré je kazds &slica &sla 12n 0 alebo 7.

Vysledok: 6475

RieSenie: Cislo 12n musi byt delitelné ¢slami 3 a 4. Z delitelnosti ¢islom 4 plynie, Ze jeho posledné cifra musi
byt 0 a predposledna tiez 0, pretoze ¢islo 70 nie je delitelné ¢islom 4. Vdaka delitelnosti ¢islom 3 vieme, ze ¢islo
12n musi obsahovat aspon tri cifry 7, aby jeho ciferny siacet bol delitelny 3. To znamend, ze najmensie cislo
12n, ktoré spliia podmienky zo zadania, je 77700. Hladané n je teda 77700/12 = 6475.

Uloha 2.3: Nijdite Stvorciferné &slo, ktorého vsetky cifry st navzdjom rozne a ked toto ¢éislo trikrat vydelime
jeho cifernym stctom, dostaneme opét jeho ciferny sucet.

Vysledok: 2401

RieSenie: Podla zadania chceme néjst §tvorciferné ¢islo o = abed, ktoré mé vietky cifry rozne a ciferny stcet
s =a+ b+ c+d, pre ktory plati x = s*. Vieme, Ze 5* < abed < 10%, pretoze hladdme 4-ciferné &islo a 5% je
3-ciferné a 10* je 5-ciferné. Preto ndm zostali moznosti pre s rovné 6, 7, 8 a 9. Rychlo vidime, ze 6* aj 8* kondia
na cifru 6, preto ak cifry st rozne, tak budd mat ciferny stcet prilis velky (6% = 1296 — 1+2+9+6 = 18 > 10,
8 = 4096 — 4+9+6 = 19 > 10). VysktSanim zvysnych dvoch moznosti zistime, Ze vyhovuje len = 74 = 2401
(nakolko 9% = 6561 ma velky ciferny stcet).

Uloha 2.4: V senite zasad4 100 senétorov, po dvoch z kazdého z patdesiatich republikovych §tatov. Kolkymi
sposobmi vieme vybrat stvorclenny vybor tak, aby v nom neboli dvaja sendtori z rovnakého statu?

Vysledok: (%) - 2* = 3684800

Riesenie: Vieme, ze v hladanom vybore mé byt kazdy sendtor z iného S$tatu, preto moézeme postupovat
tak, Ze zvolime najprv 4 z 50 Statov, ktoré budu sendtori zastupovat. Vybrat 4 Staty z 50 dokdzeme (540) =
50-49-48-47/(4-3-2-1) sposobmi (vyraz (540) oznacuje tzv. kombinacné ¢islo). Pri vybranej Stvorici Statov
uz zostava iba urc¢it konkrétneho senatora pri kazdom zo 4 statov. V kazdom State mame 2 moznosti pre nasu

volbu, teda pre vietky $taty je to 2* moznosti. Celkovy pocet moznosti je preto sticin (‘10) - 24 = 3684800.

Uloha 2.5: Annie stands at one vertex of a regular hexagon. Every second, she moves independently to one
of the two vertices adjacent to her, each with equal probability. Determine the probability that she is at her
starting position after ten seconds.

Vysledok: 171/512

Riesenie: Zadanie hovori, ze mame pravidelny Sestuholnik a stojime v jednom jeho vrchole. V kazdom kroku
sa pohneme na jeden z prilahlych vrcholov. Ulohou je spoéitat pravdepodobnost, s ktorou po desiatich krokoch
skon¢ime na rovnakom mieste, na akom sme zacali.

Priradme kazdému pohybu z vrcholu na vrchol v smere pohybu hodinovych ruciciek hodnotu +1 a kazdému
pohybu v protismere hodnotu —1. Celej postupnosti pohybov priradme hodnotu, ktord bude sucet hodno6t



vsetkych pohybov. Po desiatich pohyboch sa ocitneme v pociatku prave vtedy, ked bude hodnota —6, 0 alebo 6
(hodnoty st v rozmedzi len od —10 az 10). Stav, kedy bude hodnota postupnosti 0 vieme dosiahnut len tak, ze
urobime prave 5 krokov do jedného a prave 5 krokov do druhého smeru. To vieme vykonat (150) = 252 spOsobmi
(Vieme si to predstavit tak, Ze vykondme uréite desat krokov a kombina¢nym ¢éislom vyberdme, ktoré z nich budd
do jedného zo smerov. ZvySok je automaticky definovany do druhého smeru.). Stav s hodnotou 6 dosiahneme
prave 6smimi krokmi do smeru kladného a dvomi do zaporného, na ¢o méame analogicky (120) = 45 moznosti.
Stav —6 naopak 6smimi pohybmi do zadporného a dvomi do kladného smeru. Moznosti na to mame rovnako
(120) = 45. Existuje teda 252 + 45 4+ 45 = 342 rdznych postupnosti pohybov, ktoré nas dovedu do pociatocnej
pozicie. Ostava si uvedomit, ze nakolko sa rozhodujeme pocas cesty nezavisle desatkrat medzi dvomi smermi,
méame 219 = 1024 réznych postupnosti krokov. Hladand pravdepodobnost je potom: 342/1024 = 171/512.

Uloha 2.6: Stvorsten mé pit hran dizky 2 a jednu hranu dizky 3. Vypoéitajte jeho objem.
Vysledok: \/§/2

Riesenie: Na spocitanie objemu potrebujeme spocitat vysku telesa a obsah podstavy. Zvolme si za podstavu
nejaky z rovnostrannych trojuholnikov. Z Pytagorovej vety vieme vypocitat, ze vyska v tomto trojuholniku je
V3, a teda obsah podstavy je 2v/3/2 = /3.

Na spocitanie vysky by sa ndm opét hodila Pytagorova veta. Ked Stvorsten rozrezeme rovinou tvorenou hranou
dlhou 3 a stredom protilahlej hrany, dostaneme trojuholnik, ktorého strany tvoria dve vysky trojuholnikov (uz
vieme, Ze ich dizka je V/3) a strana dlhé 3 (ozna¢me ju c). V tomto trojuholniku vieme pomocou Pytagorovej
vety spocitat vysku na stranu ¢ vdaka tomu, Ze je rovnoramenny. Vyska v, bude dlhd /3/4.

Obsah toho trojuholnika, ktory sme dostali rozrezanim Stvorstenu, vieme vypocitat dvoma spdsobmi. V pr-
vom spdsobe pouzijeme stranu ¢ a vysku na nu. Pre druhy sposob ozna¢me a stranu trojuholnika, ktora lezi
v podstave. O a vieme, Ze je to vyska podstavného trojuholnika, a teda a = /3 . Vyska na stranu a v tomto
trojuholniku potom predstavuje zaroven aj vysku telesa

S=v.-¢/2=v,a/2

28 =v.-c=1v,-a

28 =3v/3/4=v,-V3
va = 31/3/4/V3
Ve = 31/1/4
Vg = 3/2

Teraz uz mame aj vysku telesa. Potom uz len podla vzorca na objem ihlana dopocitame jeho objem.

V=(S, v)/3
vV =(V3-3/2)/3
V =13/2

Preto objem $tvorstena je v/3/2.

Uloha 2.7: Tri redlne &isla z, y, z spliiaji rovnicu |z + 2| 4 |y + 4] + |z — 5| = 1. NapiSte najviacsiu mozni
hodnotu, akd moéze mat stcet x +y + z.
Vysledok: 0

RieSenie: Vlastnost absolutnej hodnoty je, ze pre kazdé x plati |x| > z. Rovnicu zo zadania potom vieme
prepisat ako 1 = |z + 2|+ |y + 4|+ ]z —5| > z+24+y+4+2—5=2x+y+ 2+ 1 po tprave dostaneme
0 > x+y+ z. Vieme teda, ze maximalna hodnota sactu je 0 a mozeme ju dosiahnut napriklad volbou z = —2,
y=—4,2=06.

Uloha 2.8: Najdite vietky dvojice prirodzenych &sel m, n, pre ktoré plati mn2 = 100(n + 1).
Vysledok: (m,n) € {(200,1),(75,2),(24,5),(11,10)}

Riesenie: Najprv ukdzeme, ze n a n + 1 st nesudelitelné ¢isla pre vSetky prirodzené n. Predpokladajme, ze
existuje ¢ # 1 také, Zze ¢|n A g¢|n+ 1. Potom zrejme n = ga A n+ 1 = gb, kde a, b st tiez prirodzené. Potom



alel=(n+1)—n=¢gb—qga=q(b—a), teda g deli 1, a teda nutne ¢ = 1, ¢o je spor s predpokladom.

Vratme sa k zadaniu a predpokladajme, Ze existuje rieSenie. Vsimnime si, Ze n? deli Tavi stranu rovnice, teda
musi aj pravi. Zaroveii st ale n a n + 1 nestdelitelné a teda nutne n?|100. Na ndjdenie n nam tak ostdva
preskimat len delitele stovky, ktoré si stvorce. Presnejsie povedané, n je z mnoZiny {1, 2,5, 10}, pretoze ziadne
iné c¢islo uz za ¢islo n nevyhovuje. Po dosadeni kazdého z nich zistime, Ze na prirodzené m vedu vsetky Styri
moznosti. RieSenim tlohy su teda usporiadané dvojice (m,n) € {(200,1), (75,2), (24,5), (11,10)}

Uloha 2.9: N&jdite ¢o najdlhsi tsek aritmetickej postupnosti prirodzenych ¢&isel s diferenciou 60, ktory je
tvoreny len prvocéislami.

Vysledok: 11, 71, 131, 191, 251, 311

RieSenie: Pozorujme delitelnost ¢lenov nasej postupnosti ¢islom 7. Kedze 60 nie je delitelné 7 (zvolili sme si
najmensie také prvocislo, ktoré 60 nedeli), tak zvysky po deleni 7 sa v naSej aritmetickej postupnosti periodicky
menia — konkrétne ako 0, 4, 1, 5, 2, 6, 3, 0, ... Prvodcislo, ktoré je delitelné 7 existuje len jedno, a to 7, preto
dizka nasej postupnosti moze byt najviac 7 (ak obsahuje ¢islo 7) alebo 6 (ak ¢islo 7 neobsahuje), pretoze kazdé
siedme c¢islo nasej aritmetickej postupnosti je delitelné 7.

Skuisme zistit, ¢i existuje takd postupnost so 7 ¢lenmi. Tato postupnost musi zaéinat ¢islom 7 (pretoZe musi
obsahovat é&islo 7, a 7 — 60 uz nie je prvocislo). Dalsie cleny st 67, 127, 187, 247, 307, 367 — avsak 187 = 11-17,
preto tato postupnost nevyhovuje.

Nasa aritmetickd postupnost moéze mat preto najviac 6 Clenov — za¢neme najmensim prvocislom, ktoré dava
zvySok 4 po deleni 7 (aby nasledujicich 5 ¢lenov nebolo delitelnych 7), a to je 11. Postupnost teda vyzera takto:
11, 71, 131, 191, 251, 311. Vsetky jej cleny sa prvocisla, takze tato postupnost vyhovuje zadaniu a je najdlhsia
mozna.

Uloha 2.10: Dany je obdlznik ABCD a bod P. Vzdialenost bodu P od bodov A, B, C je postupne 16, 9, 15.
AKk4 je vzdialenost bodov P a D?

Vysledok: v/16% 4 152 — 92 = 20

RiesSenie: Oznacme si paty kolmic z bodu P na strany AB, BC, CD a DA postupne ako W, X, Y a Z.
Z Pytagorovej vety pre trojuholnik DY P a rovnosti |DY| = |ZP| vieme, Ze

|DP|*> = |[YP|?> 4+ |DY|> = |YP|? + |ZP|2. (1)
Analogicky dostaneme, ze
|AP|? = |ZP|? + |WP|? =
|BP|*> = [WPP> + |XP* = 92
|CP|? = | XP*> +|YP)? =

—~ o~
= W N
= = =

Séitanim rovnosti (2), (4) a od¢itanim (3) dostaneme
162 +152 — 92 = |ZP* + WP +|XP* + |YP|> - [WP|? — |XP|* = |ZP|?> + |[Y P|? = |DPJ?,

kde poslednd rovnost plati z (1). Vzdialenost bodov P a D je preto v/162 + 152 — 92 = 20.

Uloha 2.11: Nech: zoy = Néjdite hodnotu vyrazu: 2! o (220 (23 0. 0 (22016 0 22017))) |

r+y

22017

VSfSledOk: 520177

Riesenie: Vsimnime si, ze: zoy = . Skiisme uplatnit operaciu o na zopar poslednych ¢lenov vyrazu:

1 1
:*g
1 1 1
92016 92017 _ . 92015 , (92016 ; 92017y _ 92015 = . .
22016 22017 52016 T 32017 52015 1 32016 + F20T7
Postupnym pripajanim dalsich ¢lenov vidime, ze plati:
1 22017

21 ° (22 ° (23 0.0 (22016 ° 22017))) _

Tttt gy 22064 42417



a teda sta¢i ndjst sumu geometrickej postupnosti (s kvocientom dva) v menovateli. Oznacme stcet ¢lenov
v menovateli ako S. Trikovym od¢itanim S od 25 dostavame:

92017 192016 4 92015 4 ... 4 41 9 25
92016 _ 92015 _ ... _ 4 _9 _1|_g
52017 -1 \ S

2017

Vysledok je preto: 2220177_1

Uloha 2.12: Stvoruholnik ABC'D je vpisany do polkruznice s priemerom AD. Ak |AD| = 4a |AB| = |BC| =1,
akt dizku ma strana CD?

Vysledok: 7/2

RieSenie: Urobime fintu a na oblik BC si ddme bod E tak, aby |[DE| = 1. Zjavne plati, ze |BE| = |CD|,
kedze sme akurat vymenili poradie oblikov na kruznici a rovnako velkym oblikom prislicha rovnako dlhé tetiva.
Vsimnime si, ze |[AB| = |ED]|, a preto ABED je rovnoramenny lichobeznik. Nech P je péta kolmice z bodu B
na zdkladiiu AD a nech O je stred kruznice. Ozna¢me |OP| = z. Z Pytagorovych viet v trojuholnikoch BOP
a ABP méme, 7e |PB| = \/|BOJ? — |OP|?2 = V4 — 22 a |AP| = \/|AB|2 — |BP|]2 = V22 — 3. Kedze |AO| = 2,
tak mame rovnicu = + v22 — 3 = 2, ktort lahko vyrieSime. Po od¢itani x a po umocneni na druht dostdvame
22 —3=2%—4x + 4, &ize v = 7/4.

Na koniec si uz len uvedomime, ze |CD| = |BE| =2z = 7/2.

3. cCast

Uloha 3.1: Vyletné spolocnost vlastni 3 lode. Prva z nich chodi na vylety trvajice 6 dni, drub4 na 8 dni
a tretia na 15 dni. Na zaciatku leta vyrazili z pristavu vsetky 3 lode naraz. Po kolkyjch dnoch sa opét stretni
v pristave vsetky?

Vysledok: 120

RieSenie: Lod sa do pristavu vzdy vrati po ¢ase, ktory predstavuje nejaky celoéiselny nasobok dizky jej vyletu.
Preto hladame najmensi spolo¢ny nésobok ¢isel 6, 8 a 15, ¢o je 120 dni.

Uloha 3.2: Najdite vSetky prvoéisla p, pre ktoré plati, Zze 29p + 1 je druhou mocninou nejakého prirodzeného
cisla.

Vysledok: 31

RieSenie: Ozna¢me nezndme prirodzené éislo ako n. Vieme, Ze plati 29p+1 = n?2, ¢o je po tprave 29p = n? —1.
Vyraz n? — 1 vieme podla zndmeho vzorca upravit na (n + 1)(n — 1). Plati teda 29p = (n + 1)(n — 1). Na
lavej strane je sic¢in dvoch prvocisel 29 a p, ten sa da rozlozit na dva ¢initele len dvoma sposobmi: bud je jeden
z Cinitelov 1 a druhy 29p, alebo je jeden z nich 29 a druhy p.

V prvom z pripadov urcite plati 1 < 29p, takze nutne n — 1 =1 a n + 1 = 29p. Potom n = 2 a malo by platit
p = 3/29, ¢o nie je celé. Tento pripad teda k rieSeniu nevedie.

V druhom pripade si v§imneme, ze rozdiel medzi p a 29 je rozdiel medzi n — 1 a n + 1, ¢ize 2. Kedze 27 nie je
prvocislo, musi platit p = 31. To naozaj vedie k rieSeniu pre n = 30. Preto jediné riesenie je p = 31.

Uloha 3.3: Peto a Matt$ hraju nasledujicu hru. Matas rozsekd $tvorec 9 x 9 na niekolko obdlznikov s jednou
stranou dlzky 1, pri¢om sekd len po strandch Stvoréekov. Néasledne Peto zvoli prirodzené &islo k a Mats zaplati
Petovi tolko centov, kolko je celkova plocha vSetkych obdlznikov 1 x k a k x 1. Peto chee vady ziskat ¢o najviac
centov a Matis mu chce zaplatit ¢o najmenej. Zistite kolko najmenej centov méze Matus zaplatit Petovi bez
ohladu na to, ako Peto voli k.

Vysledok: 12

Riesenie: Vieme najst riesenie, kde Matis zaplati Petovi najviac 12 centov. To sa stane, ak Matus rozseka
obdlznik na nasledovné dieliky:



I9x1|8x1|7x1]6x1|5x1|4x1|3Ix1|2x1]|1x1
1 1 1 1 2 2 3 6 12

Dodajme, Ze na takéto kusky stvorec rozrezat naozaj ide. Mozete si to vyskusat.

Teraz ukazeme, ze menej ako 12 centov mu Matis zaplatit nevie. Predstavme si, Ze by to slo napriklad na 11
centov. Potom by muselo platit, Ze stucet ploch kazdého typu je mensi ako 11. V tabulke vidime maximalne
pocty utvarov tak, aby ich obsah nepresiahol 11.

O9x1|8x1|7x1|6x1|5x1]4x1|3x1|2x1|1x1
1 1 1 1 2 2 3 5 11

Vidime, e stéet vietkych obsahov ttvarov je 78, pri¢om Stvorec 9 x 9 ma obsah 81. Utvary by teda na pokrytie
nestacili. Ak by sme zvolili ¢islo este mensie ako 11, ziaden ttvar by ndm nepribudol, a teda obsah by nesttpol.
Spravna odpoved je teda 12.

Uloha 3.4: Najdite vietky rieSenia rovnice z¥ + 1 = z také, ze z, y a z st prvoéisla.

Vysledok: (z,y,z) = (2,2,5)

Riesenie: Ak by z bolo nepédrne ¢islo, tak potom plati, Ze x¥ je tiez neparne ¢islo, a teda néasledne ¥ + 1 je
¢islo parne. Kedze x¥ + 1 = z a z je prvocislo, tak by muselo platit z = 2. To ale spédtne znamena, ze ¥ =1,
¢o ale v pripade, ze x a y su prvocisla, platit nemoéze.

7 toho vyplyva, ze = je parne, ¢ize v nasom pripade x = 2. Rovnica sa nam teda upravila do tvaru: 2¥ +1 = z.
Ked sa pozrieme na mocniny 2 tak plati, Ze pri deleni 3 sa nam cely cas striedaju zvysky 2 a 1. Pricom ak je
y neparne, tak vyraz 2¥ ma zvysok 2 po deleni 3, v pripade, Ze je y parne je zvysok rovny 1.

Po scitani zvyskov pre neparne y dostavame, ze vyraz 2Y 4+ 1 je delitelny 3. To ale znaci, ze aj z je delitelné
3 a kedze je to prvocislo, tak jedina varianta je z = 3. V tom pripade dostavame 2¥ + 1 = 3, odkial y = 1 co je
ale spor s tym, ze y je prvocislo.

Ostala nam poslednd moznost a to, Ze y je parne, ¢ize y = 2. Teraz mame 22 +1 = 2, z ¢oho z = 5 ¢o je jediné
vyhovujuce riesenie tejto rovnice.

Uloha 3.5: Find the number of positive integers with three not necessarily distinct digits, abe, with a # 0,
¢ # 0 such that both abc and cba are divisible by 4.

Vysledok: 40

RieSenie: Ulohou je najst pocet ¢isel tvaru abce (v cifernom zapise) takych, Ze a # 0, ¢ # 0 a zaroven plati, Ze
¢isla abe aj cba st obe delitelné styrmi.

Cislo je delitelné styrmi prave vtedy, ked je jeho posledné dvojéislie delitelné styrmi. Cifry a a ¢ tak nutne musia
byt z mnoziny {2,4,6,8} (nepérne é&isla nie st delitelné Styrmi). Teraz si uvedomme, ze dvojéislie ba (resp. bc)
je ekvivalentné ¢islu 100 + a (resp. 10b + ¢). Chceme teda, aby 4|10b + a (resp. 4100 + ¢), teda 4|2b + a (resp.
4|2b 4 ¢). Rozoberme dva pripady:

L. b je parne: pre a (resp. ¢) vyhovuju cifry 4 a 8 (a a ¢ pritom vieme zvolit nezdvisle). Parnych cifier b je
jasne 5. Tato moznost nés privadza ku 2 -2 -5 = 20 ¢islam abe s hladanou vlastnostou.

2. b je nepéarne: pre a (resp. c¢) vyhovuju cifry 2 a 6 (a a ¢ pritom vieme zvolit nezdvisle). Parnych cifier b
je jasne 5. Tato moznost nés privadza ku 2 -2 -5 = 20 ¢islam abc s hladanou vlastnostou.

Cisel vyhovujicich zadaniu je 20 + 20 = 40.

Uloha 3.6: Mame v rovine trojuholnik ABC s obsahom S. Jeho otofenim okolo taziska o 180 stupiiov
dostaneme trojuholnik A”B"C”. Uréte obsah ttvaru, ktory je prienikom trojuholnikov ABC a A"B’C".

Vysledok: (2/3)S

Riesenie: Otocenim trojuholnika okolo jeho faziska dostaneme akusi hviezdu. Podme sa pozriet na jej cipy
(Casti leziace mimo prieniku). Majme trojuholnik a oto¢me jeho zdkladiiu o 180° okolo taziska. Je zjavné,
ze otoCend priamka bude rovnobeznd s tou povodnou. Teraz si mozeme vsimnut, ze vdaka rovnobeznosti su
povodny trojuholnik a novovzniknuty trojuholnik podobné. Vieme, ze tazisko lezi v tretine faznice od strany,
teda tazisko je v tretinovej vyske oproti vrcholu (vieme z podobnosti). Strana sa teda zobrazi do 2/3 vysky od
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strany. Z toho vyplyva, ze maly a velky trojuholnik si v pomere 1 : 3, a teda ich obsahy si v pomere 1 : 9.
Takéto cipy odrezeme z trojuholnika tri. Obsah prieniku je teda S —3-(1/9)S = (2/3)S

Uloha 3.7: Nech n je kladné celé &islo. Riadok s n+1 $tvorcami oéislujeme zlava doprava ¢islami 0, 1, 2, ..., n.
Dorka a Katka na miom hraja hru. Obe zac¢inaji na policku 0. Kazda sekundu spravia pohyb doprava podla
nasledujicich pravidiel: Ak je aspon 8 Stvorcov napravo od Dorkinej figirky, potom Dorka skoc¢i o 8 policok
doprava. Inac¢ sa posunie Dorka len o jedno policko doprava. Ak je aspon 7 Stvorcov napravo od Katkinej
figirky, potom Katka sko¢i o 7 poli¢ok doprava. Ini¢ sa Katka posunie len o jedno policko doprava. Ozna¢me
D(n) a K(n) poCet sekiind u Dorky, respektive Katky, za ktoré sa dostant na policko n. Napriklad D(40) =5
a K (40) = 10. Urcte najvicsie n, pre ktoré je K(n) < D(n).

Vysledok: 343

RieSenie: ZapiSme si nase ¢islo n ako 8k + x = 7l +y. Vieme, ze D(n) = k+ 2 a K(n) =1+ y. Chceme, aby
platilo I +y < k+ x. Vieme, Ze k <[ preto nas zaujima, o kolko najviac moze byt x vicsie od y. Tieto ¢isla su
zvysky ¢isla n po deleni 6smimi a siedmimi, preto méze byt x najviac 7 a y najmenej 0, ¢ize ich rozdiel nikdy
nebude viac ako 7. Preto moze byt rozdiel | — k najviac 6.

Vieme, ze 56m = 8 - 7m = 7 - 8m, preto pre kazdé ¢islo vicsie ako 7 - 56 bude rozdiel I — k aspon 7. Takze
hladdme cislo v tvare 6-56 + z, kde z < 56 so zvyskom 7 po deleni 6smimi. Jediné také ¢islo je 6-56 +7 = 343.

Uloha 3.8: Pri prici ste dostali nasledujﬁcu postupnost bodiek a ¢iarok diéky 4n pripominajucich morseovku
bez oddelovacov. — — -+« — — .. — — «+ (znakov je 4n). Kolkymi sposobmi sa daji do postupnosti doplnit
oddelovace tak, aby vzniknuté pismena boli len pismend zo slova MATEMATIKA?

Vysledok: 4 -5"!

Riesenie: Uvedomme si, ze pismeno K v nasSej postupnosti ndjst nevieme. Ostali nAm potom len pismena
s morseovkovym zapisom dlzky najviac 2. Kedze neméme k dispozicii pismeno N (—-), tak musime medzi
kazdu — a - dat oddelova¢. Nasa postupnost sa ndm tak rozpadne na —— na zaciatku, -+ na konci a n — 1 Stvoric
Kedze ostatné pismena, ¢o mame, nam pokryvaji vSetky moznosti jedného znaku alebo dvoch znakov za sebou
(okrem —-), tak sta¢{ ked umiestnime zvys$né oddelovace tak, aby nenasledovali tri neoddelené znaky za sebou.
Na dvojicu na zaciatku aj na konci mame dve moznosti, pretoze bud medzi ne dame oddelovag, alebo nie.

V kazdej zo zvysnjch $tvoric mdme 3 miesta, kde mozeme dat oddelovace. Teda mame celkovo 23 = 8 moznosti,
ako ich tam dat. AvSak z tychto moZnosti ndm nevyhovujta tie 3 (+|+——, -+ —|—, -+ ——), pri ktorych ostani
viac ako dva symboly za sebou neoddelené. Preto mame len 5 moznosti ako tam dat oddelovace.

Celkovy poéet moznosti ako umiestnit oddelovace je preto 2- 571 .2 =4.5""1,

Uloha 3.9: Nech S C {1,2, ...,2017}. NavySe plati, ze ak a,b € S, tak a — b nedeli a+b. Kolko najviac prvkov
moze mat mnozina S?7

Vysledok: 673

Riesenie: Mnozina S zjavne nemoze obsahovat dve po sebe idice ¢isla. Tak isto nemoéze obsahovat ani dve
¢isla s rozdielom 2, pretoze ak S obsahuje a a zdroveil a + 2, tak mame, Ze a — (a +2) | a + (a + 2), teda
—2 | 2a+2, ¢o je spor. Preto z kazdej trojice po sebe idicich ¢isel je v mnozine S najviac jedno, ¢ize je ich tam
maximélne 2019/3 = 673.

Na druhu stranu, ak v mnozine .S budu len ¢isla, ktoré davaju zvysok 1 po deleni 3, tak ich tam bude préve
673 a podmienka nebude porusena — rozdiel lubovolnych 2 ¢isel z S bude delitelny 3, a preto nemoéze delit ich
sucet, ktory nebude delitelny 3.

S modze mat najviac 673 prvkov.

Uloha 3.10: Na kruznici lezi n bodov. Vyberieme nahodne tri z nich a oznaéime ich A, B, C. Ozna¢ime este
dalsie tri zo zvysnych n — 3 bodov X, Y, Z (tiez ndhodne). Ak4 je pravdepodobnost, Ze sa trojuholniky ABC
a XY Z pretinaju?

Vysledok: 7/10
Riesenie: V skutocnosti vyberame 6-ticu réznych bodov A, B, C, X, Y, Z. Mo6zeme ju vybrat takym spésobom,
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Ze si najprv (ndhodne) vyberieme 6-ticu bodov, ktoré buda bodmi A, B, C, X, Y, Z a az potom si vyberieme
(ndhodne), ktoré budi ktoré. Ked méme vybratych nasich 6 bodov, tak méZzeme vSetky ostatné body na kruznici
zmazat. Je jasné, ze trojuholniky ABC a XY Z sa nebudu prekryvat prave vtedy, ked body ABC su tri po
sebe idiice body. Pocet moznosti ako vybrat tri po sebe idtce body je 6 a pocet vsetkych sposobov ako vybrat
3 body zo 6 je (g) = 20. Preto hladana pravdepodobnost je 1 — 6/20 = 14/20 = 7/10.

Uloha 3.11: Body M a N st postupne na stranich BC' a C'D §tvorca ABCD tak, ze uhly BMA a NMC
maja velkost 60°. Najdite velkost uhla M AN.

Vysledok: 45°

Riesenie: Vsimnime si, Ze v trojuholniku NMC' je AC os vnutorného uhla pri vrchole C a M A je os vonkajsieho
uhla pri vrchole M. Preto je bod A stredom pripisanej kruznice do tohto trojuholnika a lezi aj na tretej
osi — osi vonkajsieho uhla pri vrchole N. Kedze |[{MNC| = 30°, tak |[YANM| = (180° — 30°)/2 = 75°. Potom
z trojuholnika AM N Tahko dopocitame, ze |[$MAN| = 180° — [XAMN| — |XANM| = 180° — 60° — 75° = 45°.

Uloha 3.12: Nijdite vetky redlne ¢isla a, pre ktoré ma rovnica 2 — z2(a + 1) — 2z(a +2) +a®> +2a +9 = 0
tri redlne rieSenia, z ktorych dve st mensie ako 2 a jedno je vécsie ako 2.

Vysledok: a € (1,5)

RieSenie: Ozna¢me P,(r) = 2° — 22(a + 1) — 2x(a + 2) + a® + 2a + 9. V&imnime si, ze P,(0) = a? +2a+9 =
(a+ 1)?2 +8 > 0, pre vietky hodnoty parametra a. To znamend, Ze polyném P,(x) ma nutne koreti, ktory
je mensi ako 0, lebo pre velmi zdporné hodnoty = bude isto aj hodnota P,(z) zdpornd. (Formdlne povedané,
vyuzivame, Ze polyném je spojitd funkcia.)

Uvedomime si, Ze na to, aby mal polyném P,(x) dva korene mensie ako 2 a jeden vic¢si ako 2, musi byt nutne
P,(2) < 0 - staci si nacrtnit jeho graf. Ak je totiz P,(2) > 0 a napr. P,(—100) < 0, tak m4 tento graf neparny
pocet priesec¢nikov s osou & pod dvojkou, ¢o znamena neparny pocet korenov mensich ako 2.

T4to podmienka je aj postacujica, lebo ak P,(2) < 0, tak ma P,(x) jeden koreti medzi 0 a 2, jeden pod nulou
Riesime preto Tahkd kvadratick nerovnicu P,(2) < 0, o sa ndm upravi na a®> — 6a +5 = (a — 1)(a — 5) < 0.
Preto a € (1,5).
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