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Ahojte!

Prva séria je tspesne za nami a my vam znovu prindsame novy diel Casopisu,
v ktorom sa dozviete, ako dopadla. Okrem tabulky tu najdete aj super vzoraky
a dalsie krasne tlohy. Boj o bodiky sa este neskoncil, preto Sup-Sup riesit druhu
sériu. Na vase kreativne riesenia sa tesia

vasi milovani vediici MATZKa

Ako bude

Tdabor mladych matematikov

Aj toto leto modzes stravit tyzden plny zabavy s kamaratmi a super vedicimi na
Téabore mladych matematikov. Mozes sa tesit na neopakovatelny program, zabavne
podani matiku a prijemni spolo¢nost.

TMM sa bude konat 16. — 23. augusta v Penzione pod Sitnom na Pocuvadlian-
skom jazere a je urcené pre budicich siedmakov az budicich druhdkov na strednej
skole. Kompletné informéacie aj prihlasovanie najdes na nasej stranke. Nenechéavaj
si prihlasenie na poslednt chvilu, lebo pocet miest je obmedzeny. TeSime sa na teba.
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Vzorové riesenia 1. série uloh letného semestra

@ opravovali Rébert Sabovéik a Stefan Vasak

— — = 53 rieseni
najkrajsie rieSenie: David Kepic

Zadanie

Pri vstupe do obchodu odovzdal Jumpy vSetky svoje peniaze, ktoré mal pri sebe. Pri
odchode dostal dvojnasobok odovzdanej sumy, ale potom este zaplatil poplatok 24
penazi. Takto chvilu vchadzal a vychadzal z obchodu, az kym pred vstupom nezistil,
ze uz nemé ziadne peniaze. Kolko penazi mohol mat Jumpy na zaciatku? Najdite
vSetky riesenia, ak sa daji mat len celé peniaze (neexistuju ziadne Ciastkové peniaze
ako napriklad poloviéné).

RieSenie

Oznacme si x pocet penazi, ktoré mal Jumpy pred vstupom do obchodu. Jumpy pride
do obchodu, odovzda vsetky svoje peniaze. Potom vsak dostane ich dvojnasobok
naspéat, ¢ize z x sa stane 2z, zaplati 24 a bude mat 2z — 24. Oznac¢me si y pocet
penazi, s ktorymi odide. Uz sme si ho vyjadrili ako x, ¢o vieme reprezentovat rovnicou
y = 2x — 24.

Pozrime sa na tlohu odzadu a rozdelme si moznosti podla toho, kolkokrat bol Jumpy
v obchode.

Jedenkrat: Po poslednom odchode ma mat Jumpy presne 0. Ak 0 dosadime namiesto
y do rovnice tak jednoducho vieme dopocitat x, Cize peniaze, s ktorymi prisiel do
obchodu. Ak 0 = 2z — 24, tak potom po pric¢itani 24 24 = 2z, a teda x je v tomto
pripade 12. Vieme vsak, ze Jumpy mohol do obchodu vojst aj viac ako jeden raz.
Dvakrat: Vieme, ze po jeho prvej nédvsteve mal 12 periazi (aby po druhej mohol mat
0). Aby sme zistili, kolko mal pred prvou navstevou, opatovne dosadime 12 na miesto
y do rovnice a dostavame 12 = 2z — 24, takze 36 = 2z, © = 18.

Trikrat: Rovnakym postupom, po dosadeni 18 za y dostavame 18 = 2x —24, 42 = 2z,
r =21.

Styrikrat: Po dosadeni y = 21 dostavame 21 = 2z — 24, = = 22,5. Tu ale nastéva
problém, pretoze ¢iastkové peniaze neexistuji. Je podstatné si uvedomit, ze cely
proces v obchode je jednoznacny, z kazdého poctu penazi, s ktorymi prichadza,
dostaneme prave jeden pocet penazi, s ktorymi odchadza, a taktiez kazdy pocet
penazi, s ktorymi odchadza, je mozné dostat len z jedného poctu penazi, s ktorymi
prichddza. Jumpy tym paddom nikdy nemohol vyjst z obchodu s 21. Preto sa tu nas
postup konéi. Rieseniami st ¢isla 12, 18, 21.

Iné riesSenie

Opét si spravime rovnicu y = 2x — 24 ako v predchadzajicom rieseni. Skisme najst
najvidsie a najmensie x, ktoré ndm vyhovuje (hladdme také z, aby sa ndm obnos
peniazi stale zmensoval. Inak by Jumpy o peniaze nikdy neprisiel):
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Najmensie xz, ktoré vyhovuje, je 12. Ak by sme totiz dosadili za x ¢isla mensie
ako 12, tak by hodnota 2z bola mensia ako 24, a tak by Jumpy nemal z coho
zaplatit poplatok 24 pri odchode. Najvacsie x, ktoré vyhovuje, je 23. Pre x = 24
by sa jeho pocet penazi po navsteve nezmenil, lebo 2 x 24 — 24 = 24. Ak by sme
za x dosadili 25 alebo viac, Jumpy by si dokonca zarobil. Ak sa blizsie pozrieme na
vyraz, zistime, ze by sme ho v tomto pripade vedeli rozpisat na x + x — 24, pricom
x je pévodny obnos penazi a x — 24 je urcite viac ako 0, lebo z > 24, a teda stcet
T + x — 24 je urcite vacsi ako x.

Teraz, ked uz mame ohranicenie 11 < x < 24, mozeme néjst riesenia bud tak,
ako v prvom rieseni, alebo mdzeme vyskuasat vsetky moznosti. V tomto pripade
dosadime sktsané c¢islo za x. Obnos y, ktory nam vyjde, opédtovne dosaddzame na
miesto z, az kym ndm nevyjde 0 (v tomto pripade mame riesenie) alebo zdporné ¢islo
(v tomto pripade ¢islo nie je rieSenim). Tu je ddlezité poukédzat na to, Ze vo vaSom
rieSeni je potrebné vsetky tieto moznosti vyskusat a nielen povedat, ze ste tak sprav-
ili. Oboma spdsobmi sa dopracujeme k rieSeniam 12, 18, 21.

Komentadr

K spravnemu vysledku sa dopracovala vacsina z vas, ¢o nds samozrejme velmi tesi.
Vzhladom na mozno nejednoznacné zadanie z nasej strany sme za spravne uznavali aj
riesenia, ktoré 12 vylucili, lebo si mysleli, ze Jumpy musel do obchodu ist viac ako raz.
Najcastejsie ste body stracali, ak ste sa tlohu poksili vyriesit druhym spésobom,
ale nevysvetlili ste dobre ohranicenie, ktoré bolo pre tento sposob riesenia kltcové.
Tato chyba nas velmi mrzi, nakolko je pomerne zbytocna, kedze to vysvetlenie ste
si pravdepodobne sformulovali v hlave, no nepovazovali ste ho za podstatné. Ostatné
chyby boli zriedkavejsie a slo o chyby podobného charakteru. Celkovo sme ale velmi
spokojni s tym, ako ste sa s touto tilohou popasovali.

T < o —e 55 rieseni
najkrajsie riesenia: Brano Je¢im a Samo Osusky

@ opravovali Dano Ondus a Lubo Vargovéik

Zadanie

Obdlznikovy kol4¢, ktory vazil 6 kg, si rozdelili traja Iudia. Najprv kola¢ rozrezali na
dva kusy. Potom jeden z tychto kusov znovu rozrezali na dva kusy. Oba tieto rezy
boli rovné. Vznikli takto tri trojuholniky, pricom kazdy ¢lovek si zobral jeden. Jeden
z nich mal kusok tazky ako aritmeticky priemer hmotnosti zvysnych dvoch. Kolko
vazili kusky kolaca, ak viete, Ze kolda¢ ma vsade rovnaka konzistenciu?

RieSenie

KedZe kold¢ ma vsade rovnaki konzistenciu, mézeme pocitat namiesto hmotnosti
s obsahom obdlznika. Cize kol4¢ mé obsah 6. Podla zadania bol rozdeleny na tri
trojuholniky, ich obsahy oznaCime x, y a z. Vieme, Zze © + y + z = 6, a tiez, zZe
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jeden trojuholnik méa obsah rovny aritmetickému priemeru obsahov zvysnych dvoch
trojuholnikov. To zapiSeme takto: x = (y+ z)/2. Pravi stranu mdzeme dosadit za x
do prvej rovnice a potom ju upravit.

+z
TS +y+z=6,
y+z+2y+2z=12,
y+2:4a

z ¢oho uz plynie, ze x = 2.

Podme sa pozriet, ako mézeme rozrezat kola¢. Prvym rezom musime obdlZnik roz-
delit tak, aby vznikol aspon jeden trojuholnik. Ak prvym rezom spojime dve pro-
tilahlé strany obdlznika, vznikli by nam dva Stvoruholniky a druhym rezom by sme
iba z jedného z nich dokézali spravit trojuholnik, ¢ize by sme na konci nemali tri
trojuholniky. Ak prvym rezom spojime dve prilahlé strany obdlznika, vznikne ndm
trojuholnik a patuholnik, lenze druhym rezom patuholnik uz nedokézeme rozdelit
na dva trojuholniky. CiZe prvy rez musi ist z jedného vrcholu obdlznika bud do toho
protilahlého vrcholu, alebo na stranu obdiznika.

V prvom pripade sme dostali dva rovnaké trojuholniky a nasledne druhym rezom je-
den z nich rozdelime na dva trojuholniky, ¢o vieme spravit dvoma spdsobmi. Mézeme
viest rez bud od prvého rezu k vrcholu obdiznika, alebo z vrcholu, z ktorého isiel
prvy rez, na stranu. V druhom pripade sme dostali trojuholnik a stvoruholnik, takze
stvoruholnik musime rozdelit na dva trojuholniky, ¢o sa da iba rezom po jednej
z jeho uhlopriecok. Preto vSetky mozné rozrezania obdlznika vyzeraju takto:

Vidime, zZe bud je jeden rez uhloprieckou, ¢ize obsah velkého trojuholnika je polovica
obdlznika, ¢o je 3, alebo je najviacsi trojuholnik ten v strede. Viimnime si, Ze jedna
z jeho strén je aj stranou obdlznika. Vyska tohto trojuholnika mé rovnakid dizku
ako kratSia strana obdlZnika. Obsah celého obdlZnika je a - b, obsah trojuholnika
vieme vyratat ako (a - b)/2, ¢o je znova polovica obdlznika.

Vieme, ze x =2, y=3,teda z2=6 -2z —y = 1.

Komentar

Tesi nas, ze takmer vsetci ste nasli spravne rieSenie, nanestastie, ¢asto ste neukazali,
7e Ziadne iné neexistuje. Mnohi z vas sa zaoberali iba celo¢iselnymi rieSeniami, no
v zadani sa nepisalo, ze hmotnosti kola¢ov boli celé ¢isla. Rovnako ste zabudali
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zdovodnit, preco sa kold¢ dé rozrezat iba tak, ako na obrazku, pripadne vam nejaké
rozrezanie chybalo.

® 51 rieSeni

@ opravovali Zanetka Semanisinova a Mirka Horvathova

najkrajsie riesenia: Evicka Krajciova a Tomas Kubricky

Zadanie

Poziarny evakua¢ny pldn v tvare patuholnika ABC'DFE ma vsetky strany rovnako
dlhé a uhly pri strane AB st pravé. Bod X je priese¢nik tseciek AD a BE. Dokézte,
7e |DX| = |BX]|.

RieSenie

Pétuholnik najskér priamkou FC rozdelime na stvorec ABCE a rovnostranny troj-
uholnik CDE. Podme si vSak najskor ukéazat, ze to tak naozaj je.

V $tvoruholniku ABCE plati, 7e |[AE| = |BC|. Oznaéme si tito dizku a. Zo zadania
vieme, ze priamky AFE a BC si kolmé na priamku AB, teda priamka EC je od
bodu A aj od bodu B vzdialena a. Preto plati, Zze priamka FEC je rovnobeznd s AB
(ak by ste si tym neboli isti, predstavte si, Ze vedieme cez bod C rovnobezku s AB,
vzdialen od priamky AB nasu dizku a, potom bude prechddzat bodom E, takze je
to priamka EC). Dostdvame, ze ABCFE je rovnobeznik s dvoma susednymi uhlami
pravymi, takze |AB| = |BC| = |CE| = |AE| = a anas stvoruholnik ABCE je naozaj
Stvorec. Strana |E'C| je rovnako dlhd ako vSetky ostatné strany ndsho pétuholnika,
¢ize trojuholnik CDFE je rovnostranny a vsetky jeho uhly maja 60°.

N4&s patuholnik moéze vyzerat dvojako. Bud bod D

D lezi v stvorci ABCE, alebo mimo neho. V pr-

vom pripade, ak bod D lezi v $tvorci ABCE,

sa nam tsecky AD a BE nikde nepretni (ak by

sa mali pretnit, tak by uhly CED a CDE museli g C E

mat najviac 45°, no my vieme, Ze maju 60°), AN
preto musime uvazovat druhy pripad, a to ten,
ked bod D lezi mimo tohto Stvorca.

Trojuholnik ADE' je rovnoramenny trojuholnik

so zakladnou AD. Pozrime sa na jeho uhly: D

|<DEA| = |<CEA| + |<CED| = 90° + 60° = A B A

150°, |<EAD| = |<ADE| = (180°-150°) : 2 =

30° : 2 = 15° kedZe stcet uhlov v trojuholniku je 180°. Dalsfm rovnoramen-

nym trojuholnikom je trojuholnik BCD so zékladiiou BD. V nom |<BCD| =
|<BCE| 4+ |<ECD| = 90° + 60° = 150°. Potom méme |[<CBD| = |<BDC|
(180°-150°) : 2 = 30° : 2 = 15°.

Teraz sa pozrime na uhly <ADB a <EBD. |[<ADB| = |<CDE| — |<ADE| —
|<CDB| = 60° — 15° — 15° = 30°, [<EBD| = |<EBC| — |<DBC| = 45° — 15° = 30°.
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<ADB je ten isty uhol ako <X DB. Podobne <EBD je ten isty ako <XBD. Ked
sa teraz zameriame na trojuholnik BX D, tak |[<XBD| = |[<XDB| = 30°, je to teda
rovnoramenny trojuholnik so zdkladiiou BD a pre ramend plati |[BX| = |DX]|, ¢o
sme chceli dokazat.

Komentadr

Najcastejsia chyba bola v tom, ze velkd vdcsina z vas ani nespomenula, Ze po
rozdeleni pétuholnika dseckou EC nam vzniknd Stvorec a rovnostranny trojuhol-
nik. Ak &no, tak vobec nebolo spomenuté, pre¢o. Taktiez ste v mnohych pripadoch
zabudli na to, ze bod D by teoreticky mohol lezat v Stvoruholniku ABCE a auto-
maticky ste si ho nacrtli mimo.

opravovali Peto Kovacs a Erik Novak S
4 JJ 47 rieSenf

najkrajsie rieSenie: Lucka Chladna

Zadanie

Multikulti ¢islo je také c¢islo, ktoré ma vsetky cifry navzajom rozne. Ku kazdému
multikulti ¢islu vieme vytvorit itlukitlum ¢islo tak, ze otoc¢ime poradie jeho cifier
(napriklad 1357 na 7531 alebo 450 na 54). Aké najmensie a aké najvicsie 5-ciferné
¢islo mozeme ziskat sC¢itanim multikulti a k nemu prislusného itlukitlum ¢isel?

RieSenie

Podme najprv najst najvacsi patciferny sacet multikulti (oznac¢me M) a itlukitlum
¢isla (ozna¢me 7). Budeme séitat pétciferné M &islo s jeho Z &islom, pretoze ak by
sme scCitavali Sestciferné alebo viacciferné M ¢islo s jeho Z c¢islom, urcite by sme
dostali sucet, ktory je viac ako pétciferny, a ak by sme scitavali M cislo, ktoré je
Stvorciferné alebo menejciferné, s jeho Z ¢islom, urcite by sme nedosiahli vac¢si sucet
ako sucet patciferného M s jeho Z ¢islom.

Scitavame ¢islo v tvare ABCDE s ¢islom v tvare EDCBA, kde jednotlivé pismend
oznacuju cifry. Hodnota ¢isla ABCDF je vlastne 10000- A+1000- B+100-C+10-D+FE
a EDCBA ako 10000 - E + 1000 - D + 100 - C' + 10 - B + A. Stcet tychto Cisel je
10001 - A 4+ 1010 - B + 200 - C' 4+ 1010 - D + 10001 - E, ¢o vieme zapisat skratene
ako 10001 - (A + F) +1010- (B + D) 4200 - C.

Podme si prejst rozne hodnoty, ktoré moze nadobudnit siucet A+ E. Ak by platilo,
7e sucet A 4+ F je vacsi ako 9, tak vysledny sucet by bol aspon 100010, a teda by uz
nebol pitciferny.

Ak by platilo A+ E = 9, tak je stidet v tvare 90009+ 1010- (B+ D)+200-C'. Najvicsie
pétciferné ¢islo je 99999, nuz hladdme najvacésiu mozni hodnotu 1010 - (B + D) +
200 - C mensiu ako 99999 — 90009 = 9990. Najvicsia hodnota, akd méze sucet B+ D
nadobudat, je 9, pretoze ak by bola 10 alebo viac, presiahli by sme 9990. Urcili sme,
7e A+ FE = B+ D =9, takze nés sucet je v tvare 90009+9090+200-C. Chceme teraz
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najst najvacsiu hodnotu 200 - C' takd, ze nepresiahne 99999-99099 = 900. Vidime,
ze najvacsia hodnota je pre C' = 4, pretoze pre C' > 5 by uz 200 - C' presiahlo 900.
Najvacsie ¢islo, ktoré sme dostali pre pripad A+E = 9, je 90009+9090+800 = 99899.
Dodajme este, ze nAm nepomdze zmensit hodnotu B+ D, pretoze ak by sme ju znizili
aspon o jedna, stucet by sa zmensil o 1010, ¢ize by sme museli C' navysit o viac ako 5,
aby sme tuto stratu vykompenzovali, ¢o nemoézeme, kedze C' je cifra a nemdze byt
vacsia ako 9. Preto tdto moznost nevedie k vyssiemu cislu.

Pozrime sa na pripad A+ F < 8. Najvicsia hodnota, aki moéze B + D nadobudat, je
849 = 17, kedZe cifry M st rozne. C je cifra, jej maximalna hodnota je 9. Ak by sme
aj uvazovali tieto maximéalne hodnoty, dostali by sme 10001 -8 +1010-17+4200-9 =
80008 + 17170 + 1800 = 98978, ¢o je mensie ako 99899.

Spomedzi vsetkych pripadov najvécsie ¢islo, ktoré sme mohli dosiahnut, bolo 99899.
Overme este, ¢ sa toto &slo dd dosiahnut séitanim M a Z &sla. Ano, d4, napriklad
67423 + 32476 = 99899.

Teraz najdime najmensi sucet M a T ¢isla. Budeme sc¢itat stvorciferné M ¢islo s jeho
T, pretoze s¢itanim dvoch trojcifernych alebo menejcifernych ¢isel nedosiahnem pét-
ciferné ¢islo. Péatciferné ¢isla nemé zmysel sc¢itavat, pretoze najmensie patciferné M
je 10234, teda sucet Tubovolného péatciferného M a Z ¢isla musi byt vacsi ako 10234.
Néam sa ale podari dalej v rieSeni najst mensi sicet.

Sc¢itavame ¢islo v tvare ABC'D s ¢islom v tvare DC'BA, ¢o si ako v predchddzajicom
pripade mdzeme upravit na sicet 1001 - (A + D) + 110 - (B + C). Podme rozobrat
rozne hodnoty suctu A + D.

Ak je A+ D < 8, tak najvacsi sucet, aky mozeme dosiahnut, je 8008 +110- (84+9) =
9878, Co je menej ako péatciferné.

Ak A+ D =9, nés siclet je v tvare 9009 + 110(B + D). Najmensia hodnota B + D
takd, aby bol si¢et patciferny, je B+C = 10, odkial 110-(B+C') = 1100. Dostdvame
stucet 9009 + 1100 = 10109.

Ak A+ D = 10, tak sicet je v tvare 100104110+ (B +C). Uz teraz je patciferny, nuz
chceme dosadif ¢o najmensiu hodnotu za B + C. T4, kedZze cifry musia byt rozne, je
0+1=1a vtedy sticet M a Z je 10010 + 110 = 10120.

Ak by A+ D bolo vécsie ako 10, tak znova najmensia hodnota B + C' je 1, no sucet
bude urcite vacsi ako stucty v predoslom pripade.

Spomedzi vSetkych pripadov najmensi péatciferny siacet, aky sme nasli, je 10109.
Overme este, ¢i naozaj vieme najst M a Z s tymto si¢tom. Vieme napriklad takto:
8641 4 1468 = 10109. Najmensi patciferny siucet M a Z je 10109.

Komentdr

Najcastejsou chybou v rieseniach bolo nedostatocné zdévodnenie, preco ide o najvic-
Sie ¢i najmensie ¢islo. Bud zd6vodnenie chybalo tplne, alebo bolo vagne. Napriklad:
y,musi{ byt najvécsie, lebo som ho cely ¢as tvoril tak, aby bolo najvicsie*. Ak uz
sa rozhodneme takto postupovat, je nutné dokazat, ze tato nasa stratégia musela
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viest k maximalnemu ¢islu. Niektori taktiez zabudli, Ze pri sc¢itani sa moze preché-
dzat cez desiatky.

opravovali Mimi Hanus a Pato Palovéik L
5 o 36 rieseni

najkrajsie riesenia: Barbora Baltovicova a Martin Smilnak

Zadanie

Pozdl7 kruznice rulety st napisané v nejakom poradi vietky prirodzené &sla od 1 do
2020 (kazdé préve raz) tak, Ze sa pri pohybe po kruznici rulety v smere hodinovych
ruciciek ¢isla striedavo zvacésuji a zmensuji (pre ruletu s ¢islami od 1 do 4 by mohli
byt ¢isla napisané napriklad v poradi 1, 3, 2, 4). Dokézte, Ze rozdiel niektorych dvoch
po sebe idtcich éisel je delitelny 2.

RieSenie

Predpokladajme, Ze rozdiel kazdych dvoch susednych ¢isel je nepdrny (nedelitelny
dvomi). Kedze rozdiel dvoch nepérnych ¢isel je parny a rozdiel dvoch parnych é&isel
takisto, vyplyva z toho, Ze ¢isla pozdlz kruznice st striedavo parne a neparne.
Podla zadania st c¢isla striedavo vicsie nez susedia a mensie nez susedia. Preto bud
kazdé nepérne ¢islo je vacsie ako obaja jeho susedia (a kazdé parne je mensie ako jeho
susedia), alebo kazdé parne ¢islo ako obaja jeho susedia. V prvom pripade nastane
problém s umiestnenim c¢isla 1, pretoze medzi ¢islami na rulete nemame dve parne
¢isla mensie nez 1 (neméme ani jedno). V druhom pripade podobne nebudeme vediet
umiestnit ¢islo 2. To vsetko znamend, ze nas predpoklad je nepravdivy a nutne
existujua dve susedné ¢isla s parnym rozdielom.

Na zaver mdzeme este doplnit pozorovanie, ze sme nevyuzili pri rieseni ¢islo 2020
(napriklad, Ze samo je péarne), takze ani pre iné najvyssie ¢islo na rulete sa tam
vsetky ¢isla rozmiestnit nedaju.

Komentar

Vécsina z vas, ktori ste tuto 1lohu odovzdali, si s nou poradila velmi dobre a tesi
nas velky pocet devidtbodovych rieseni. Najcastejsou chybou bolo, ze niektori skusili
len jednu moznost zoradenia ¢isel, v ktorom ich takto zoradit nie je mozné. To vsSak
v tulohe, kde treba dokazat, Zze ich nebudeme moct usporiadat nikdy, nestaci. Je
potrebné to ukédzat vSeobecne, nielen pre jeden konkrétny pripad.

6 opravovali Martin Masrna a Matis Masrna _ 94 riefen
najkrajsie riesenia: Barbora Baltovi¢ova a Lucka Chladnd Hesen
Zadanie

Dokazte, ze pre kazdé kladné celé ¢islo n plati, ze sicin prvych n kladnych celych
cisel je delitelny suctom prvych n kladnych celych c¢isel prave vtedy, ked ¢islo n + 1
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nie je neparne prvocislo. (To znamend dokazat dve veci. Ak je stiéin delitelny stic¢tom,
tak n 4+ 1 nie je neparne prvocislo a, ak n 4+ 1 nie je neparne prvodislo, tak sicin je
delitelny stctom).

RieSenie

Zacneme tym, ze si sucet aj sucin prvych n ¢isel zapiseme jednoduchsie. Stcet prvych
n celych kladnych ¢isel je podla vzorca rovny n(n + 1)/2. (Tento vzorec si mozeme
odvodit nasledovne: K jednotke pric¢itame n, k dvojke n — 1, k trojke n — 2 a tak
dalej, az k n pricitame opét jednotku — takto mame n stctami zapisané ¢islo n + 1.
Ked sa vsak pozrieme spéaf na tieto sticty, mozeme si vSimniit, ze sme dvakrat séitali
prvych n ¢isel, a teda n-(n+1) eSte musime vydelit dvoma.) Sti¢in prvych n kladnych
celych cisel si vieme zapisat ako nl.

Podiel stcinu a sictu si vieme zapisat ako

n! 2 nl 2-(n—1)!

n(n2+1) RICES)) n+1

Podme si najprv dokazat, ze ak je sucin delitelny stc¢tom, tak n + 1 nie je neparne
prvocislo. Toto musi byt celé ¢islo, tym pddom n + 1 musi delit 2 - (n — 1)!.
Predstavme si, Ze by n+1 bolo nepdrne prvoéislo. (n—1)! je stic¢in ¢isel od 1 pon—1,
¢o znamend, ze neobsahuje ¢islo n + 1. A keby n + 1 bolo prvocislo, tak tym padom
by urc¢ite neobsahoval ani Ziaden jeho delitel. n + 1 by nemohlo byt ani 2, pretoze
to mé byt neparne ¢islo. To by n + 1 nedelilo ani 2, takze by s istotou nedelilo ani
cely vyraz 2 - (n — 1)!. Tym sme dokdzali, Ze plati, ze ak je stiéin delitelny sictom,
tak cislo n + 1 nemdze byt neparne prvocislo.

Teraz sa pozrime na druht cast dokazu. Musime dokazat, ze vzdy, ked n + 1 nie je
neparne prvocislo, tak je stcin delitelny stctom.

Najprv vyrieSme pripad, ked n + 1 je parne prvocislo, ¢ize je rovné dvom. Vtedy je
n rovné jednej a stucin aj sicet s tiez rovné jednej. V tomto pripade je naozaj sic¢in
delitelny stctom.

Teraz vyriesme pripad, ked n+1 je zlozené ¢islo. Zlozené ¢islo vieme zapisat ako stcin
dvoch cisel, pricom obe tieto ¢isla si mensie ako dané zlozené cislo. Mame dva
pripady. Bud je zlozené ¢islo druhou mocninou prvocisla, v tom pripade tieto ¢isla
musia byt rovnaké a rovné tomu prvocislu, alebo zlozené ¢islo nie je druhou mocninou
prvodisla, v tom pripade tieto ¢isla vieme vybrat tak, aby boli rézne.

Najprv sa pozrime na ten pripad, kde tieto ¢isla vieme vybrat tak, aby boli rozne.
Obe tieto ¢isla si mensie ako n + 1, a kedze v sic¢ine (n — 1)! sa nachddzaju vsetky
¢isla mensie ako n + 1 okrem ¢isla n, tak jedind moznost, kedy by sa obe tieto ¢isla
nenachadzali v tomto stcine, je, keby aspon jedno z nich bolo rovné n. Jediny pripad,
ked je ¢islo delitelné ¢islom o jedna mensim, je, ked to su ¢isla 2 a 1. Teda bud je
n rovné jednej, ¢o sme uz rozobrali vyssie, alebo si oba vybrané delitele zahrnuté
v stfine (n — 1), takze urcite n 4+ 1 deli 2- (n — 1)
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Co vsak, ak je dané zlozené ¢islo druhou mocninou prvoéisla (n + 1 = p?)? Cislo p
sa ur¢ite nachddza v sicine (n — 1)! (nemdze byt p = n, pretoze jedind moznost, ked
n deli n+ 1, je, ked n = 1, ¢o nie je prvocislo).

Ak by sa v (n — 1)! nachddzal este asporni jeden ndsobok p, bol by cely stcin uréite
delitelny n + 1. Najmensi dalsi nasobok je dvojnasobok. Takze jediny zly pripad je,

.....

2:-p>n-—1,
2-p>(n+1) -2,
2-p>p° -2,

2
2>p——.
b

To plati, iba pokial p = 2 (pre p > 3 je % <1, atedap— % > (p—1) > 2). Tento
pripad moZeme oSetrit osobitne. n 4+ 1 =22 =4, takze n = 3. Vtedy 1 +2+3 =6
a 1-2-3 =6, ¢ize sucin je naozaj delitelny suc¢tom. Vo vsetkych ostatnych pripadoch
sa v (n — 1)! nachddza aj dvojnasobok nasho prvodisla.

Tym sme postupne ukazali, ze vo vSetkych pripadoch, ked n + 1 nie je neparne ¢islo,
je stcin delitelny stictom. Takze mame dokazané, ze stucin prvych n kladnych celych
cisel je delitelny ich suctom prave vtedy, ked ¢islo n + 1 nie je neparne prvocislo.

Komentdr

Uloha nebola najjednoduchsia, o ¢om sved& aj nizsi pocet rieseni. Pri podobnjch
tlohéch netreba zabudat na to, ze dokazat musite oba smery tvrdenia. To vSak ale
vacsina z vas zvladla. Naopak, casto ste zopar bodov stratili za to, ze ste zabudli
rozobrat jeden Specificky pripad. Preto uréite nie je na Skodu po napisani riesenie
este raz skontrolovat a uistif sa, ¢i ste zohladnili vSetky moznosti.

Autori vzorovych riesSeni: Viktoria Brezinova, Jakub Genc¢i, Martin Masrna, Mar-
tin Mihalik, Kristina Mislanova, Daniel Ondus, Zaneta Semanisinova, Martin Stevko
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Zadania 2. série uloh letného semestra
Riesenia poslite najnekdér do 4. maja 2020

Uloha 1

Mihal nazyva kladné celé ¢islo mimornskym oblubenym cislom, ak sa toto cislo po
cisla a ked ich niekolko nasiel, vsetky ich medzi sebou vynasobil a vyslo mu 532.
V spanku vsak zabudol, ktoré ¢isla nasiel. Ktoré cisla to boli, ak viete, Ze ich bolo
viac ako jedno?

Uloha 2

Body A, B, C, D, E, F, L su ako na obrazku. Velkost uhla ABC je 110 stupriov
a velkost uhla EFL je 130 stupiiov. Priamka AB je rovnobezna s priamkami FL
a DE a zarovenl je priamka CD rovnobeznd s priamkou FE. Aka je velkost uhla

BCD?

Uloha 3

Na stole sa nachddza 20 pokrovych Zeténov. Spendt Srac a Chlieb Cézar hraji hru,
v ktorej sa striedajii v tahoch a Srac zac¢ina. Jeden tah je odhodenie nejakého poctu
zeténov. Odhodit mézu tolko zeténov, kolko si vyberu, ale stale musia odhodit aspori
jeden a nikdy nemézu odhodit naraz viac ako polovicu zeténov, ktoré budu zostavat
na stole. Prehrava jedlo, ktoré uz nevie spravit korektny tah. Je mozné, aby jedno
jedlo donutilo to druhé stale prehrat? Ak &no, ako?
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Uloha 4
Ricka mala tvar rovnostranného trojuholnika ABC', kde na strane BC' lezi bod F.

obvodov tychto dvoch trojubolnikov je 5. Uréte dizku strany trojuholnika ABC.

Uloha 5

Na obvode hypnotického kruhu je vyznacenych Sestdesiat bodov, z ktorych tridsat
je zafarbenych nacerveno, dvadsat je zafarbenych namodro a desat je zafarbenych
nazeleno. Tieto body rozdeluju kruznicu na sestdesiat oblikov. Kazdému z tychto
obliikov je pridelené ¢islo podla farieb jeho koncovych bodov: obliiku medzi cervenym
a zelenym bodmi je priradené c¢islo 1, obliiku medzi ¢ervenym a modrym bodmi je
pridelené ¢islo 2 a obliikku medzi modrym a zelenym bodmi je priradené cislo 3.
Oblik medzi dvoma bodmi rovnakej farby je oznaceny cislom 0. Aky je najvacsi
mozny stucet vsetkych cisel priradenych oblitkom?

Uloha 6

Strelec cvicil strelbu na pizzu. V strede pizze bolo koliesko klobdsy a zvysSok pizze
bol pokryty syrom. Strelec vystrelil dvadsatkrat. Ked sa trafil do klobasy, ziskal 30
bodov, ked sa trafil do ¢asti, kde je syr, ziskal 18 bodov, a ak trafil okraj pizze, ziskal
6 bodov. Mohlo sa stat aj to, ze sa do pizze ani netrafil, a potom neziskal ziaden
bod. Na svojom celkovom skére si vsimol, Ze jeho priemerny bodovy zisk za trafenie
sa do pizze je 17 bodov (strely mimo pizze do priemeru nepocital). Kolko najviac
mohol strelit bodov?
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Poradie po 1. sérii letného semestra

Poradie  Meno a priezvisko Rocnik Skola 1. 2. 3. 4. 5. 6. PS CS
1. Lucia Chladna 78 GAMCABA 9 9 8 9 9 9 0 54

2. - 3. Samuel Osusky 79 ZDrJDMA 9 9 79 9 90 52
Barbora Baltovicova 79 GAlejJKE 9 9 8 8 9 90 52

4. - 5. Milan Jozef Pokorny 77 GJHNHTT 9 7 7 9 9 - 0 50
Branislav Jec¢im 79 ZOKozSN 9 9 8 8 9 70 50

6. - 10. Veronika Vodi¢kova Z8 GAlejJKE 9 78 9 9 - 0 49
Martin Smilidk 79 GAlejKE 9 8 79 9 70 49

Eva Krajc¢iova 77 GAlejKE 9 9 949 - 0 49

Ondrej Krélik 78 GAlejJKE 9 9 76 9 80 49

Ivana Varsanyiova 79 GBiliBA 9 9 79 960 49

11. Richard Vodicka 78 GAlejKE 9 78 - 9 70 47

12. Artur Pankuch 77 GAlejKE 9 6 76 9 - 0 46

13. - 15. Natalia Tkacova 77 ZLevoSN 9 7 7 2 9 40 45
Adela Horvathova 79 ZDnepKE 9 6 779 70 45

Alzbeta Klimentova 79 ZLNovKE 9 4 79 9 70 45

16. - 17. Henrietta Antozy 78 ZKro4KE 9 16 7 9 70 44
Bianka Gurska 79 GAlejKE 9 4 78 9 70 44

18. Kalista Semancova 78 ZSNP1HE 6 6 74 9 70 41

19. - 20. Vladimir Slanina 78 ZKro4dKE 9 58 8 - 50 40
Lukas Jacko VA4S ZKro4KE 9 56 69 - 0 40

21. - 22. Paulina Tkacova 7Z8 ZLevoSN 9 7 7 2 7 40 38
Lea Gasparova 77 GABerSC 9 6 5 - 9 - 0 38

23. - 24. Katarina Farbulova 7Z8 GAlejJKE 9 3 709 6 0 37
Terézia Stanova Z9 EGJAKKE 9 3 7 3 9 6 0 37

25. Déavid Kepic¢ 79 GAlejKE 9 2 79 900 36

26. - 27. Toméas Kubricky 7Z8 ZKro4dKE 9 6 9 91 -0 35
Eduard Fedorcuk 79 EGJAKKE 9 9 7 2 - 8 0 35

28. Erik Jochman 79 GAlejKE 745 9 9 00 34

29. Ludmila Krupova 77 ZKro4dKE 9 3 56 - -0 32

30. - 33. Ondrej T6th 76 GVarsZA 9 4 - 09 - 0 31
Oskar Cacara 77 ZKrodKE 9 45 40 - 0 31

Radovan Milidn 77 ZKro4KE 9 2 740 - 0 31

Matus Libak 78 GAlejKE 6 58 3 6 00 31

34. Jéan Brajercik 79 ZSmerPO 6 3709 50 30

35. Martin Dudjak Z8 SMladPP 6 58 9 0 00 28

36. - 37. Jakub Canik 77 GAlejJKE 9 53 00 -0 26
Matej Valek 77 ZKro4dKE 6 3 6 5 - -0 26

38. - 39. Toméas Hazucha 78 GMMHILM 9 6 1 7 - - 0 23
Katarina Adamcova 77 ZPapiBJ 9 302 - -0 23

40. Tomés Darno 77 ZDruzKE 9 - 04 - -0 22

41. Matej Kundrik Z9 ZKro4dKE 9 5 7 - - -0 21

42. - 43. Marek Horvath 78 GKonsPO 8 46 - 0 - 0 18
Dusan Ivan 77 ZKrodKE 9 - - - - -0 18

44. - 46. Ema Lola Skombéarova 78 ZKro4dKE 9 5 - 3 - -0 17
Simon Stano 77 EGJAKKE - 3 7 - - - 0 17

Simon Borovsky 7Z8 ZCadrBA 6 6 1 40 - 0 17

47. - 48. Toméas Gaja 79 ZKrodKE 9 6 - - - -0 15
Michal Kasko Z8 ZKro4dKE 4 3 4 4 - -0 15

49. Viliam Karol Kubic¢ar 78 ZOKozSN 6 1 7 - - -0 14

50. Vladimir Sklenar 79 GTVanSL 6 1 3 3 0 - 0 13
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Poradie  Meno a priezvisko Rocnik Skola 1. 2. 3. 4. . PS CS
51. Dévid Gyori 77 ZKrodKE - - 6 - 0 12
52. Bogdana Studenkova 77 ZKro4KE 4 0 1 2 0 11

53. - 54. Filip Fetyko 78 ZKro4dKE 5 1 0 2 0 8
Natdlia Poliac¢ikova VA4S ZKro4KE 5 3 - - 0 8
55. Simon Stripaj zZ7 ZKrodKE 0200 0 4
56. Matej Vojtanik 78 ZKro4KE - 210 0 3
57. Maximilidna Ferencova 78 Z0OKozSN -1 - - 0 1
0

58. Richelle Andréssyova 77 ZKro4dKE -0 -0 0
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