Zimny semester - 1. SERIA 39. roénik (2025/2026)

4.ULOHA

Opravovali: Martin "Iskra” Dudjak & Samo Sandor
Najkrajsie rieSenie: Viktoriia Boyko

PocCet rieSeni: 54

ZADANIE

Bacovia Mato, MiSo a RiSo vyryli do stola druhé mocniny: 1, 4,9 ... 2025, spo-
Citali ich sucet a zistili, Ze je delitelny Cislom 3. Potom sa dohodli, Ze si za-
hraja nasledujicu hru: v kazdom kole Mato vyskrtne jedno é&islo, potom
MiSo a potom Riso. Toto bude pokracovat, pokym nevyskrtnua vsetky &isla.
RiSovym cielom je dosiahnut, aby stcéet nevyskrtnutych &isel na konci kaz-
dého kola bol delitelny 3. Ukdzte, Ze:

a. Mato nevie zabrdnit RiSovi v dosiahnuti svojho ciela, ak Miso RiSovi po-
mdha,

b. MiSo vie zastavit RiSa v dosiahnuti svojho ciela aj v pripade, ze Mato
pomdha RiSovi.

Pozn.: To, Ze niekto pomdadha Risovi, znamend, Ze ten ¢lovek chce, aby RisSo
splnil svoj ciel.

VZOROVE RIESENIE

Najskér siuvedomme, Ze na stole st druhé mocniny od 12 po 452, &o je spolu
45 &isel. Kedze nds zaujima delitelnost trojkou po odéitavani (vyskrtavani)
niektorych &isel, pozrieme sa na zvysky &isel po deleni troma. Medzi Cislami
od 1 po 45 ddva zvysok 0 po deleni troma prdve 15 &isel (&isla 3,6, -+, 42, 45),
rovnako zvysok 1 po delenitroma ddva 15 &isel (él’slq 1,4,-,40, 43) azvysok
2 po deleni troma ddva takisto 15 &isel (&isla 2,5, -, 41, 44).



Nami skimané €isla na tabuli st v§ak druhé mocniny, o je pre nds velmi
vyhodné, kedze zvysky (nielen) druhych mocnin po deleni sa sprévaiju pekne
- konkrétne tak, ze po deleni druhej mocniny mézeme dostat iba niektoré
zvysky. Preskimajme teraz, aké zvysky moézu dévat druhé mocniny po de-
lenitroma. Kazdé prirodzené Cislo ddva zvySok bud 0, 1, alebo 2, teda vietky
prirodzené &isla si pre nezdporné celé k vieme zapisat ako 3k, 3k + 1, alebo
3k + 2. Pozrime sa, aké zvysky budu ddvat druhé mocniny takto zapisanych
Cisel:

« Ak n = 3k, tak n? = (3R)? = 9k? = 3-3k?, o ddva zvysok 0 po deleni troma.

« Akn =3k+1,takn? = (3R +1)% = 9k + 6R + 1 = 3 - (3k? + 2R) + 1, o ddva
zvys$ok 1 po deleni troma.

« Akn = 3k+2,takn? = (3k+2)? = 9R?*+12k+4 = 9R*+12R+3+1 = 3-(3R>+4R+1)+1,
¢o ddva tiez zvysSok 1 po deleni troma.

Vidime, Ze 15 druhych mochnin na stole déva zvySok 0 po deleni troma a 30
druhych mocnin na stole ddva zvySok 1 po deleni troma. Prejdime teraz
k rieSeniu jednotlivych €asti Glohy.

Z %z

a. Potrebujeme dokdzat, Zze bez ohladu na to, aké &islo Mato vyberie, do-
kd&zu vzdy MiSo a RiSo k nemu vybrat také Eisla, ze po od¢&itani vSetkych
troch &isel od pdévodného suctu, bude dj novy sucet delitefny troma.
Odtial ndm teda vychddza, Ze aj sucet tychto troch vyskrtnutych &i-
sel (kedze jedno kolo si mézeme predstavit ako odéitanie stétu Ma-
tovho, Misovho a Risovho &isla od su&tu &isel na stole) musi byt deli-
telny troma, kedze za¢iname so su¢tom delitelnym troma.

Pokial by Mato vybral &islo so zvyskom 0, potom aj Miso aj Riso mézu
vybrat &islo so zvyskom 0, €o zabezpedi, ze sicet zvyskov tychto Cisel
bude taktiez 0, teda sucet tychto &isel bude delitelny troma.

Pokial by Mato vybral &islo so zvyskom 1, potom aj MiSo aj RiSso mézu
vybrat &islo so zvyskom 1, takze bude suéet tychto &isel ddvat zvySok
1+1+1 =3, ¢oje delitelné troma.



KedZe aj po&et &isel so zvyskom 0 (15), aj so zvyskom 1 (30) na tabuli
je delitelny troma a v kazdom kole ndm pri dodrzani tohto postupu
z tabule ubudnu prave tri isla z niektorého zvysku, potom Miso a Riso
budu stdle mat na stole &isla s vyhovujldcim zvy§kom na zmazanie pre
akykolvek Matov vyber, ato az kym zo stola nezmiznu vSetky €isla. Tym
sme ukdzali stratégiu pre Misa a RiSa, ako moézu dosiahnut, Ze sucet
¢isel na stole bude na konci kazdého kola delitelny troma a teda spinit
RiSov ciel.

. Potrebujeme ukdzat, Ze bez ohladu na to, aké &islo si vyberie Mato, vie
Miso spravit taky vyber &isla, Ze potom uz RiSo nedokdze vybrat také
¢islo, aby po od¢itani tychto troch &isel ostal sicet na stole delitelny
troma.

Ak Mato vyberie ¢islo so zvySkom 0, potom MiSo méze vybrat Eislo
so zvyskom 1. Vidime, Ze bez ohfadu na to, aké ¢&islo s akym zvyskom
RiSo vyberie, uz nedokdze zabezpecit, aby bol si¢et tychto troch vy-
Skrtnutych ¢&isel delitelny troma — bud bude ddvat zvySok 0+ 1 +0 = 1

alebo0+1+1=2.

Ak Mato vyberie &islo so zvySkom 1, potom MiSo méze vybrat ¢&islo
so zvySkom 0. Vidime, Ze bez ohlfadu na to, aké &islo s akym zvyskom
RiSo vyberie, uz nedokdze zabezpecit, aby bol si¢et tychto troch vy-
Skrtnutych Cisel delitelny troma — bud bude ddvat zvySok 1+0+0 =1

alebo1+0+1=2

KedZe na zaciatku je sucet Cisel na stole delitefny troma a uz v pr-
vom kole dokdze Miso zabezpedit, aby sa od tohto suctu odéitalo Eislo,
ktoré nebude delitelné troma, potom uz na konci prvého kola nebude
stcet nevyskrtnutych ¢&isel delitelny troma. Teda MiSo vie zabrdnit Ri-
Sovi v dosiahnuti jeho ciefa.



KOMENTAR

V&ésine z vas sa podarilo dokdzat tvrdenia zo zadania. Najvécsim kame-
rnom Urazu Ulohy bolo, Ze ste niektori nedostato¢ne alebo vébec nedokdé-
zali, Ze druhé mocniny maju po deleni tromi zvysky iba 0 alebo 1'. To bola
najdélezitejSia €ast Ulohy, a preto sme boli ndteni véim za chybajuci dékaz
strhnut pomerne velky pocet bodov. Druhou chybou bolo, Zze ste neukdzali,
Ze MiSo a RiSo budu v podulohe a. vidy méct vyskrtnut &islo s rovhakym
zvyskom ako Mato, t. Ze sa nestane, ze by Mato v nejakom kole hry vybral
¢islo s nejakym zvyskom a Miso s RiSsom by nemali ¢o vyskrtnut.

1Zaujemcovia si o kvadratickych zvyskoch, o je uzitoénd tedria zovieobecriujluca Gvahy

popisané v tomto vzordku, mézu viac preéitat napr. tu


https://prase.cz/library/KvadratickeZbytkyDH/KvadratickeZbytkyDH.pdf

