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6.ULOHA

Opravovali: Oskar Hritz & Richard Vodic¢ka
Najkrajsie rieSenie: Viktoriia Boyko

PocCet rieSeni: 38

ZADANIE

Na MiSovom klobuku v tvare trojuholnika ABC je na strane AB vyznaceny
bod D (rézny od A a B). Bod M je stred strany BC. Vieme, 7e 2 - |AM| = |CD|. Je
trojuholnik ABC ostrouhly, pravouhly alebo tupouhly? Dokdzte.

VZOROVE RIESENIE

Predizme si Gsedku AB za bod A a vyznaéme na nej bod P tak, aby platilo
|PA| = |AB|. Dokreslime si aj Usec¢ku CP.

C

Teraz vidime, Ze Usecka AM je v trojuholniku PBC spojnicou stredov dvoch
jeho strdn. Inymi slovami, této Usecka je jeho strednou prieckou. Plati teda,
Ze PC je rovnobeZnd s AM a zdroven |PC| = 2 - |AM|, €o je zo zadania to isté
ako |CD|.Kvdli tejto rovnosti je trojuholnik PCD rovhoramenny so zdkladnou
PD.

Dokreslime si eSte vysku v trojuholniku PCD na stranu PD a jej pétu sioznacme
S.KedZe je trojuholnik PCD rovnoramenny, tak vyska na zdkladru je zdroven
osou strany PD, takze S leZi v strede strany PD. KedZe bod D sa nhachddza



vnutri strany AB, tak urcite plati |PD| < |PB|, z ¢oho po vydeleni 2 dostdé-
vame % < @, Co je to isté ako |PS| < [PA]. Bod S tak nutne lezi mimo

trojuholnika ABC.

Uhol BAC teraz vieme vyjadrit ako 180° - |[<SAC|.KedZe v trojuholniku je siicet
velkosti vnitornych uhlov 180°, tak z trojuholnika SAC mdme |<SAC| = 180° -
|«SCA| - [4CSA|. Vieme, Ze [4CSA| = 90°, teda spolu dostdvame:

|<BAC| = 180° - |<SAC| = 180° - (180° - |[<SCA| - 90°) = 90° + |<SCA|

KedZe velkost uhla SCA je urcite nejaké kladné &islo, tak |<BAC| > 90°, preto
je to tupy uhol a trojuholnik ABC musi byt tupouhly.
INE RIESENIE

Nakreslime si do obrdzku dve kruznice. Kruznicu k so stredom v C a polo-
merom |CD| a kruznicu [ so stredom v M a polomerom |CM| = |MB|.

Ulohu si rozdelime na 3 moznosti:

1. Ak |CD| > |CB|, dizka |CA| je kvaéli trojuholnikovej nerovnosti v troju-

holniku AMC kratSia ako sucet |[CM| + |[MA|, ktory je vd'aka podmienke
zo zadania rovny ":2—5' ¥ %, &o je menej ako |CD|, lebo plati |CD| > |CB.
Z|CD| > |[CA| a|CD| > |CB| vieme, Ze body A a B sui vo vnutri kruhu ohro-
ni¢enom kruznicou k. V8etky body Usecky AB sa preto tiez nachddzaju
vo vnutri tohto kruhu. Bod D sa musi nachddzat aj na Gsecke AB, aj na

kR, o nemébze nastat.



2. Ak |CD| = |CB| = 2|AM|, tak sU nutne Usecky AM, MB, CM rovnako dIhé,
a preto su polomermi kruznice . Z vety o Tdlesovej kruznici potom
nutne vyplyva, Zze mdme pravy uhol pri vrchole A. Dokreslime si bod
B’ osovou simernostou z bodu B cez os AC. Nutne su uhly |4CAB| =
|<CAB’| = 90°, teda B'AB leZia na jednej UseCke a zdroven |CB| = |CB’|
z osovej sumernosti. Zdroven ale |CD| = |CB| = |CB’|, teda vrchol B gj
bod B’ leZia na kruznici k.

Jedna kruznica méze jednu Usecku pretat najviac dvakrat, ale k pre-
talo Useéku BB’ uz trikréit (v B, D, B'), &ize musia niektoré z tychto bodov
byt rovnaké. Zo zadania ale D # B a B’ je mimo Usecky AB, teda jedine
by mohli splynut body B,B’. To by ale znamenalo, Zze B pévodne le-
Zalo na osi simernosti AC, ale potom by ABC nebol trojuholnik, preto
nemdze tato moznost nastat.

3. Ostdva ndm tretia moznost, ak |CD| < |CB|. Nutne |AM| = % < 'Cz—Bl =
|CM], teda A sa nachddza vo vnutri kruhu ohraniéenom kruznicou L.

Z vety o Tdlesovej kruznici tak vieme, Ze pri A je urcite tupy uhol.
Trojuholnik ABC teda musi byt tupouhly.
KOMENTAR

Této Uloha bola ndroénd, o €¢om svedc&i aj maly pocet 9-bodovych rieSeni,
z ktorych vSak kazdé postupovalo origindlnym spdésobom. Napriek ndroc¢-
nosti sme vSak dostali slusny pocet rieSeni, €o nds tesi. NajcastejSou chy-
bou bolo, Ze ste sa Ulohu snazili dokdzat narysovanim. Rysovanie je uzi-
tocny spdsob ako si hie¢o uvedomit, avsak na dokazovanie to nestaci. To
by sme museli narysovat, kazdy jeden mozny trojuholnik, ktorych je samoz-
rejme nekonecne vela.



