Zimny semester - 1. SERIA 50. roénik (2025/2026)

5. ULOHA

Opravovali: Gertrida ,Mimi“ Hanusova & Richard Vodi¢ka
NajkrajSie rieSenie: Eva Krajéiova

Pocet rieSeni: 18

ZADANIE

Aténske zdhrady maju tvar réznostranného trojuholnika ATE, v ktorom N je
stred kruznice vpisanej a Y stred kruznice opisanej. Dokdzte, Zze uhol ANY je
mensi alebo rovny 90° prdve vtedy, ked 2|TE| < |AT| + |AE]|.

VZOROVE RIESENIE

Dokreslime si do obrdzku druhy priesecnik priamky AN, osi uhla TAE, s kruz-
nicou opisanou a oznaéme ho S. Oznaéme si aj D prieseCnik AN s TE.

Bod S, ktory je priesecnikom osi uhla TAE a kruZnice opisanej trojuholniku
ATE, je zndmy ako Svrékov bod a lezi aj na osi strany TE. Na tejto osi lezi
aj bod Y, pretoze je to stred opisanej kruznice. Trojuholnik AYS je rovnora-
menny, lebo AY a YS st polomermi tej istej kruznice, a teda st rovnako dihé.
Preto leZi p&ta vysky v tomto trojuholniku na stranu AS v jej strede. Bod N je
v tomto trojuholniku iba nejakym bodom na strane AS, Cize |<ANY| < 90°
préve vtedy, ked N je blizSie k bodu S ako k bodu A, resp. ked' |AN| 2 |NS|.

O osi vnutorného uhla v trojuholniku plati, Ze deli protilahld stranu v tom
istom pomere, v akom su dizky zvysnych dvoch strén trojuholnika. V nasej

Ulohe teda % = %. Prirdtame teraz k tejto rovnosti 1 na obe strany:

|AT| + |AE| _|TD| +|ED| _|TE]|
|AE| |ED| ~ |ED]
|AE|

AT| + |AE| = |[TE| + -—
IAT| + |AE = ITEI - 125,

Druhd nerovnost zo zadania je teda ekvivalentnd s nerovnostou
2|TE| < |TE| - % o, kedze |TE| # 0, mdZeme touto dizkou vydelit a do-
1AE|

o <
stdvame 2 < \ED["



Uvedomme si, Ze trojuholniky ATS a ADE su podobné, lebo uhly TAS a DAE
su rovnako velké a uhly TSA a DEA su obvodové nad tou istou tetivou. Dos-

tdvame tak, ze 2L = 181 pryh@ nerovnost zo zadania je tak ekvivalentnd

|ED| ~ |ST|"
s nerovhostou 2 < =

DokdZzme teraz, ze |ST| = |SN].

Oznaéme si |[4TAN| = a a |[<ATN| = B.Vieme, Ze TN je os uhla ATE, CiZze aj uhol
NTE ma velkost B a takisto uhol NAE ma velkost a. Z obvodovych uhlov nad
tetivou SE j |<STE| = o, ateda |4STN| = |ANTE| + |<STE| = a + 8. Vieme qj, Ze
|<TNS| = 180° - [<TNA| = 180° - (180° - |<TAN| - |[<ATN]) = a + B. Ziskali sme
rovnost uhlov STN a TNS, ¢ize trojuholnik STN je rovhoramenny a naozaj
|ST| = |SN|.

|AS]
ISN]

ISN| < 'Az—s'. KedZe SN je Cast Gsecky AS, tak tato nerovnost je ekvivalentnd
s nerovnostou |SN| < |AN], ktord je ekvivalentnd s tvrdenim |<ANY| < 90°,
¢im je uloha dokdzand.

Dosadenim tejto rovnosti do nasej nerovnosti dostdvame 2 < ,z &oho
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INE RIESENIE

Ukézeme si, ako sa dd uloha dokongit vyuzitim Ptolemaiovej vety. Ptolema-
iova veta ndm hovori, Ze v tetivovom tvoruholniku je sagin dizok uhloprie-
cok rovny suctu stginov dizok protifahlych stran stvoruholnika. V nasom
pripade to znameng, ze

|AS||TE| = |ST||AE| + |SE||AT|

Z tvrdenia, ktoré sme si dokdzali v prvom rieSeni, vieme, ze |ST| = |SE| = |SN]|,
teda |AS||TE| = |SN|(JAE]| + |AT]). Z toho vieme znovu nerovnost v zadani ek-
vivalentne upravit na 2 < %, odkial uz dlohu dokoné&ime rovnako ako v pr-
vom rieSeni.



