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ZADANIE

z xz

Series md dané kladné celé ¢islo k a uvazuje postupnost redinych &isel

{a,}3 takd, ze a; = 0 aa, = Ra,_, + V(R - 1)a%_1 +1 pre vSetky kladné celé
Cisla n. Dokdzte, ze kazdy Clen postupnosti je nezdiporné celé Cislo a a,, je
delitelné ¢islom 2k pre vSetky kladné celé &isla n.

VZOROVE RIESENIE

Vypocitajme si najprv prvych pdr ¢lenov postupnosti:

a,=0

a, =kay +\(k2-1)a5+1=0-k+,0-(R2-1)+1=/1=1

a, =ka, + (kR2-1)af +1=k+JR2-1+1=2k
Cislo k je kladné celé &islo. Vidime, Ze a, a a, su kladné &isla. Podme ma-
tematickou indukciou dokdizat, Ze kazdy ¢len postupnosti bude kladny a ze
tato postupnost bude rastica, o sa ndm zide neskér. Pre ¢leny a, a a, to
plati. Podme teda dokdzat, ze ak je Cislo a; kladné, tak &islo a,,, je dobre

definované (teda &islo pod odmochninou nebude zdporné) a véésie ako a;.
Vieme, ze Cislo k je kladné celé Cislo a g; je kladné. Preto plati:

a;,, = ka; +\/(k2 - 1)a,~2 +1
> q; +1/(k2 - 1)af +1

2a +(1-1a?+1
I 1

20a;+1



Indukciou sme teda dostali, Ze této postupnost je kladnd a rastica, a preto
sa ndm nestane, Ze pod odmochinou bude niekedy zdporné E&islo.

Upravme rekurentny vyraz tak, aby sa v nom nevyskytovali odmocniny:
a,=ka,_, + V(R? - 1)03,_1 +1
a,-ka, , =V(R2 - 1)apq +1

Obe strany su kladné, takZze umochnenie na druhu je v tomto pripade ekvi-
valentnd Uprava:

n-1
2 2 _ 2.2 _ A2
as -2ka,a, . +R%a,_, =kRa;_ -a;  +1
2 _ _n2
a; -2ka,a, ,=-a; ,+1
2 _ 2
a =2ka,a, ,-a;_, +1

Upravend rovnost plati pre vSetky Cisla n véésie alebo rovné ako 1. Ak bude
n 2 2, tak tdto rovnost vieme pouzit aj pre élen a2_, a vyjadrit tak a,, v zdvis-
losti na dvoch predchddzajucich ¢lenoch:

Clﬁ = 2I",anan-1 - Cli_1 +1

a=2ka,a, ,-(2ka, ,a, ,-a>,+1)+1
a2=2ka.a, ,-2ka, ,a ,+a>,-1+1
a2=2ka,a, ,-2ka, ,a, ,+a’,

2 2 _
a,-a,, = 2kan—1(an - an—2)

(an - an—2)(an *a,,)= 2k’an—1(an - an—z)

Na zaciatku sme poznamenali, Ze postupnost je rastlica, takze vyraza, -a, ,
je nenulovy. Preto nim vieme vykrdtit obe strany a dostaneme rekurentny
vzorec:

(an - an—z)(an * an—2) =2ka,_, (an - an—z)
an * an—2 = 2’?0”_1

a, = 2k’an-1 ~0n



Z tohoto vzorceka vieme matematickou indukciou ukdzat, ze vSetky ¢leny

z x -

postupnosti budu celé Cisla. Ak totiz a,_, aj a,_, su celé Cisla, tak aj vyraz
2ka,_, - a,_, bude celé Cislo.

NavysSe vsetky ¢leny su kladné, ako sme ukdzali na zaciatku. To ndm do-

Z2 x <

konc€uje dbkaz, Ze ¢leny tejto postupnosti su kladné celé Cisla.

D7 X

Zaroven,akje Clena, , delitelny Cislom 2k, tak celd pravd strana 2ka,_,-a, ,
bude delitelnd Cislom 2k, a teda aj a, bude delitefné Cislom 2k. KedZe a, je

delitelné ¢islom 2k, tak vd'aka tomu bude aj a, delitelné Cislom 2k a ajkazdy
dalsi ¢len postupnosti v tvare a,,, kde n je kladné celé Cislo.



