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ZADANIE
. p : . s _xX-d X < p
Series mad postupnost taku, ze a, = pr pre vsetky kladné celé n, kde x, a x,

su korerimi rovnice x? - x - 1 = 0. Ndjdite vietky kladné celé &isla kR a |,k < |,
pre ktoré plati, ze [ deli a, - 2n - k" pre vSetky kladné celé Cisla n.
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Takze vidime, Ze a, bude v oboch pripadoch rovnaké.

Skutocnost zo zadania, ze [ delia, - 2n - k", si zapiSeme ako:

a,-2n-R"=0 (mod )
a,=2n-R" (mod )

Dosadenim hodnbét 1, 2, 3 za n dostaneme:

a,=1=2-k (mod ()
a,=1=4-k (mod 1)
a,=2=6-k (mod [)

2=(2-k)-3-k? (mod 1)

Vyuzijeme kongruenciuz a,,tedaze 1=2-k (mod [)

2:=3-k? (mod 1)

Odpogitame 1 = 4 - k?

2-1=23-R?>-4-R? (mod 1)
1= -k? (mod ()
b=z-4.R? (mod ()

= -1 (mod [)

A to moze platitiba pre [ = 5, teda je to nutnd podmienka.



Z toho vychddza:

1=2-R (mod 5)
3-1=2-k-3 (mod 5)
3=k (mod 5)

A kedZe zo zadania plati 1 < kR < [, tak vieme, Ze k = 3, €o je druhd nutnd
podmienka.

Takze ak existuje dvojica (k, [), ktord spifia zadanie, musi to byt (3, 5). Treba
vSak eSte overit, Ze tdto dvojica bude naozaj vyhovovat pre vsetky n. To
urobime silnou indukciou. (Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre véetky pri-
rodzené ¢isla mensie alebo rovné n. Na zdklade toho odvodime platnost aj
pren+1)

Bdza [ zakladny krok indukcie:

n="1.
5]1-2-3
5] -5
n=2:
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5]-35
Indukény predpoklad:
(Yms<n) (5]a,-2m-3")
Induk&ny krok:

5la,,-2-(n-1)-3""
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Vyberieme spolo¢né ¢asti pred zdtvorku:
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S¢itame v zdtvorkdch a do zdtvorky pripo¢itame 5 - 5n ¢o md zvysok 0:
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Rozsirime dva zlomky % a do zétvorky pripoc¢itame 15n + 15 €¢o md zvysok 0:
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Upravime dva zlomky na Stvorce a pravu stranu uzdtvorkujeme:
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5]a,,-2-(n+1)-3""

Teda sme dokdzali pre vSetky prirodzené n, ze (3, 5) je rieSenie (k, [) a ako sme
popisali vysSie je nutne jediné.



