Letny semester - 1. SERIA 50. roénik (2026/2027)

1.ULOHA

Opravovali: Samo Sandor & Kalista Semancové

Najkrajsie rieSeniea: Richard Semanisin & Alenka Chladné
Pocet rieSeni: 33

ZADANIE

Ratiotos md dve kladné celé Cisla a a b, pre ktoré plati 30a + 30b = ab . Aku
najvaésiu moznu hodnotu méze mat stcet Ratiotovych &isel?

VZOROVE RIESENIE

Pri pohlade na rovnicu v zadani vidime, Ze v nej mdme az dve premenné,
no obe z nich su celé &isla. Typickou metddou rieSenia podobnych Uloh je
rozklad na sucin — teraz ilustrujeme spodsob, ako sa dal v tomto pripade
vymysliet. Na zaciatok bude vhodné si prehodit v§etky premenné na jednu
stranu.

0=ab-30a-30b

VSimnime si, Ze v rovnici mdme tri €leny, zktorych dva su delitelné premen-
nou a a dva premennou b. Ak si teda predstavime tento rozklad ako sUéin
zGtvoriek, tak a musi byt vyndsobené dvoma dalsimi premennymi, to isté
plati aj pre b.

Odtialuz mézeme prist nato, ze vhodny kandiddt na rozklad je sticin dvoch
dvojélenov (vyrazov typu a plus alebo minus niedo a b plus alebo minus
nieéo). Prvy z nich bude obsahovat a a druhy z nich b, aby sme po ich roz-
ndsobeni dostali ¢len ab. V prvom z nich musi byt koeficient -30, aby sme
po rozndsobeni's b v druhej zdtvorke dostali -30b, rovnako v druhom dvoj-
¢lene musi byt koeficient -30, aby sme po rozndsobeni's a v prvej zétvorke
dostali -30a.

To ndm uz dokopy ddva sucin (a - 30)(b - 30) = ab - 30a - 30b + 900. Po roz-
ndsobeni vidime, Zze v hom mdme navyse konstantny ¢len 30 - 30 = 900.



Tento ¢len teda budeme musiet k obom strandm rovnice pripocitat, aby
sme dostali na pravej strane poZzadovany sucin dvoch dvojélenov.

Upravujme preto ekvivalentne podmienku zo zadania
0=ab-30a-30b

900 = ab - 30a - 30b + 900
900 = (a - 30)(b - 30)

Nie je ndhodou, Ze sa ndm rovnicu podarilo dostat do tvaru, kde na lavej
strane rovnice mdme prirodzené ¢islo a na pravej strane mdme sacin .
NavySe ukdzeme, Zze obidve zatvorky na pravej strane su kladné.

Ak z pdvodnejrovnice vyjadrime a, dostaneme a = %. Nakorko zo zadania
a>0ab >0, platiaj 30b > 0,z Eoho uz plynie, Ze b-30 > 0 a b > 30. Vzhfadom
na zamenitelnost premennych a, b v rovnici rovhakym spésobom dosta-

neme aja-30>0.

MbZeme teda zaviest substitdciua-30=xab-30 =y, kde x,y € Z*. Zrejme
a+b = x+y+60, takze staci maximalizovat iba sucet x + y za predpokladu, ze
xy = 900. Staéi ndm teda uz len vyskasat vSetky delitele Cisla 900, ndjst ich
sUcty a odtial uréit maximalny z nich. Zrejme mdzeme vzhladom na zame-
nitefnost pri skdsani moznosti predpokladat, 7e x 2 y (kedze pri séitavani
ani ndsobeni nezdlezi na poradi). Samotné vyskisanie vietkych moznosti
je v Tabulke 1 nizsie.

1Zovseobecnenie tejto Gvahy rozkladu na sugin pre akdkolvek podobnd rovnicu mozno

ndjst tu


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Simon%27s_Favorite_Factoring_Trick

x=a-30 | y=b-30| a b a+b
1 900 31 | 930 | 961

2 450 32 | 480 | 512

3 300 33 | 330 | 363

4 225 34 | 265 | 289

5

6

9

180 35 | 210 | 245
150 36 | 180 | 216
100 39 | 130 | 169

10 90 40 | 120 | 160
12 75 42 | 105 | 147
15 60 45| 90 | 135
18 50 48 | 80 | 128
20 45 50 | 75 125
25 36 55 | 66 121
30 30 60 | 60 | 120

Tabulka 1: Tabulka vSetkych kladnych delitelov Eisla 900, kde a 2 b s dopo-

¢itanym stétoma+b

Maximdlnu hodnotu sme dostali hned' v prvom riadku a to konkrétne .

MézZzeme si vSimnut, Ze asi nebola ndhoda, Ze najvacsi sicet sme dostali
pre delitele ,najdalej od seba®. Ukdzeme teda aj v§eobecnejsie postupy,
ako bolo mozné prist k vysledku bez nutnosti skimania vSetkych moznosti.

Prec¢o sa nie¢im takym vébec zaoberat? Pokial by sme v zadani Glohy za-
menili hodnoty, zrazu by sme nemuseli dostat na favej strane rovnice Eislo
900, pri ktorom sme museli vyskuasat iba 15 moznosti, ale nejaké iné ¢islo,
kde by tych moznosti bolo ovela viac, ¢o by sa ndm uz nemuselo podarit
v rozumnom ¢ase. Taktiez sa pri nich mézeme naucit nové postupy a mys-
lienky, ktoré ndm pomazu pri rieSeni inych dloh v bududcnosti.



INE RIESENIE

Uvedomime si, Ze mdme konstantny sucin dvoch C&isel (xy = 900) a chceli
by sme maximalizovat ich stéet (x + y), hfadéme teda horny odhad pre
tento sucet. Po vyskusanizopdr hodnoét mdézeme prist na odhad x+y < xy+1.
Tento odhad teraz dokédzeme. Ekvivalentne upravujme

X+y<sxy+1

Osxy-x-y+1
Os(x-1)(y-1)

Nakolko x,y € Z*,potom qgj x, y = 1,teda tdto nerovnost je splnend pre kazdu
dvoijicu x,y. Taktiez vidime, Zze rovnost sa nadobuda, pokial aspon jedna
zo z4tvoriek je rovnd 1. Ak teda BUNV x = 1, tak z xy = 900 mdme y = 900,
Xx+y=90Taa+b=x+y+60=901+60 =961 &0 je hfadand maximdina
hodnota.

V tomto rieSeni sme tak vSeobecne dokdzali, Ze maximum suc¢tu dvoch
kladnych celych ¢&isel s konstantnym su¢inom je o jedna v&esi ako tento
sucin.

INE RIESENIE

Po odvodeni rozkladu
900 = (a - 30)(b - 30)

akladnostioboch zatvoriek odhadneme velkost delitelov ¢isla 900. Oznaéme
k € N mensizdvojice delitelov. Druhy delitel ¢isla 900 sa dd vyjadrit ako d(R) =
% a plati d(R) = k. Dokézeme, Ze maximum suctu d(R) + k sa nadobuda,
ak k=1 ad(k) =900 a md hodnotu k + d(k) = 1+900 =901.

KedZe d je lomend funkcia tvaru y = 5 s kladnym parametrom p = 900 > 0,
je klesajlica v kladnych &islach (a teda dj jej zizenie na kladnych celych
&islach je klesajica funkcia). Odtial vieme, ze pre véetky d(k) pre k = 2 plati
d(k) < d(2) = 22 = 450.



Dokopy teda sticet zhora ohrani¢ime nasledovne
d(R) + R < d(R) + d(R) < 450 + 450 = 900 < 901

Pre akékolvek k > 2 tak dostdvame mensiu hodnotu ako pre k = 1. Teda
hfadanym maximom d(R) + k je naozaj 901 a maximom a+b je d(R) + k + 60 =
961 |

KOMENTAR

Bohuzial velkd €ast z vds prehldsila fakt, Ze pri konstantnom sucine dvoch
¢isel sa maximdilny sucet nadobuda pokial je jedno z nich 1.V matematic-
kom rieSeni by sa takéto tvrdenie, ktoré ndm neprislo vSeobecne zndme,
ziSlo aj dokdzat, preto sme za absenciu akéhokolvek zdévodnenia strhé-
vali body.

Obdrzali sme tiez velky pocet rieSeni, v ktorych ste prvotny rozklad na su-
¢in doriesili skusanim vSetkych delitelov &isla 900. Vyskasat konecny spo-
sob mozZnosti je samozrejme validny a sprdvny spdsob rieSenia. My vSak
verime, Ze je dobré sa zamysliet, ¢i sa Gloha nedd vyriesit aj krajsie, pretoze
to mdze aj vés matematicky viac posunut a mézete mat z takého riesenia
vacsiuradost atoje (verime) to, kvéli Somu riesite STROM. To rozhodne nie
je vygitka, skdr podnet na zamyslenie sa pri rieSeni podobnych Uloh. Pokial
sa uz rozhodnete skisat moznosti, je dobré vypisat ich vSetky do rieSenia,
aby bolo opravovatelom jasné, Ze ste ich naozaj vSetky vyskuasali.

Castou chybou pri skisani moznostije, ze na nejakd zabudneme, €o sa nie-
ktorym stalo aj tu. V stcine 900 = (a - 30)(b - 30) nemdzeme predpokladat
kladnost obidvoch zétvoriek na pravej strane, preto sme riesitefom, ktori
neoverili dj moznosti, Ze by boli obe z&tvorky zdporné, alebo nezddvodnili,
Ze sa nimi netreba zaoberat, museli strhnut bod.



