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ZADANIE

Cislo nazyvame olivové ak je v tvare p - 14p? + 13, pri¢om p oznacuje prvo-
Cislo, ktoré je vacsie ako 7. Ngjdite najvécsieho spoloéného delitefa viet-
kych olivovych ¢isel.

VZOROVE RIESENIE

Vypocitajme hodnoty prvych dvoch olivovych Cisel,tedaprep = 11ap = 13.

p=11 = 11°-14-11%+13 = 1769880

p=13 = 13%-14-13%+13 = 4824456

Ked vypocitame pre tieto dve olivové Cisla ich najvécsieho spolocného
delitefa, dostaneme horny odhad pre najvéésieho spoloéného delitefa vset-
kych olivovych Eisel. Prirodzene, ak nejaké prvocislo nedeli prvé dve olivové
¢isla, nedeli ani vSetky, ¢ize NSD(1769880, 4824456) je najvdcsie Cislo, aké
mdze byt nasou hfadanou odpovedou.

Hoci sa jednd iba o aritmeticky krok, ukdzeme si, ako by sa dal jednodu-
cho vypog¢itat najvéicsi spoloény delitel pre tak velké &isla. Pouzijeme Euk-
lidov algoritmus. Od vé&c&sieho &isla budeme odéitavat to mensie, kym ne-
dosiahneme, Ze sa jedno Cislo rovnd nule. V tomto momente bude nase
druhé &islo rovné najvacsiemu spolo¢nému delitefovi pévodnych dvoch

Cisel.



Prvé &islo (A) | Druhé &islo (B) | Operdcia
1769880 4824456 B:=B-2-A
1769880 1284696 A:=A-B
485184 1284696 B:=B-2-A
485184 314328 A:=A-B
170856 314328 B:=B-A
170856 143472 A:=A-B

27384 143472 B:=B-5-A
27384 6552 A:=A-4-B
1176 6552 B:=B-5-A
1176 672 A:=A-B
504 672 B:=B-A
504 168 A:=A-3-B
0 168 -

Teraz vieme, Ze najvacsi spolo&ny delitel vSetkych olivovych &isel je nanaj-
vys 168. Ukdzme, Ze 168 aj naozaj deli vietky olivové &isla. Plati 168 = 23-3-7.
Potrebujeme teda ukdzat, ze kazdé olivové &islo je delitelné tymito tromi
¢lenmi rozkladu.

Pomdzeme si tym, Ze sa zamyslime nad tvarom olivovych ¢&isel ako nad
polyndmom bez obmedzenia, Ze p je prvocislo. VSimnime si, Zze pre p = 1
a p = -1 dostdvame v oboch pripadoch 1 - 14 + 13 = 0. M&Zeme teda tvar
olivovych ¢&isel rozlozit vynatim dvoch korenovych zdtvoriek.

p®-14p*+13 = (p*+p*-13)-(p+1)-(p-1)
- Delitelnost 23
p je prvocislo vacsie ako 2, teda je urcite nepdrne. Md preto zvySok 1
po deleni dvojkou, takze zatvorky (p+1) aj(p-1) su delitelné dvojkou. Z&-
rovert ma ale urcite zvySok 1 alebo 3 po deleni Stvorkou. Ak ma zvySok
1, tak zétvorka (p - 1) je delitelnd Stvorkou a ak 3, tak zatvorka (p + 1) je
delitelnd Stvorkou. V st¢ine sa preto urc¢ite nachddza jedna zdtvorka
delitefnd dvojkou a jedna dalSia delitelnd Stvorkou. To znamend, Ze
kazdé olivové Cislo je delitefné 2 - 4 = 23,



« Delitelnost 3
p je prvocislo v&e&sie ako 3, teda urcite nie je delitelné trojkou. Ak ma
zvysok 1 po deleni trojkou, zatvorka (p - 1) je delitefnd trojkou. Ak md
zvysok 2 po deleni trojkou, zatvorka (p + 1) je delitelnd trojkou. Kazdé
olivové Cislo je preto delitelné trojkou.

« Delitelnost 7
p je prvocislo vac¢sie ako 7, teda urcite nie je delitelné ani sedmickou.
Ak ma zvySok po deleni sedmickou 1 alebo 6, jedna zo zétvoriek (p - 1)
a(p+1)je delitelnd sedmickou. Pozrime sa ha ostatné 4 mozné zvysky.
(znak = znaéi kongruenciu - rovnost zvyskov po deleni danym &islom,
v hasom pripade sedmigkou)

= p=2mod,
Potom p* = 2 = 2 mod, a p? = 2 = 4 mod,, takze zGtvorka (p* + p? -
13)=2+4-13=-7=0mod,.

- p=3mod,

Potom p* = 3* = 4 mod, a p? = 3? = 2 mod,, takze zdtvorka (p* + p? -
13)=4+2-13=-7=0mod,.

= p=4mod,
Potom p* = 4* = 4 mod, a p? = 4? = 2 mod,, takze zdtvorka (p* + p? -
13)=4+2-13=-7=0mod,.

= p=5mod,
Potom p* = 5* = 2 mod, a p? = 52 = 4 mod,, takze zatvorka (p* + p? -
13)EZ+4—13E—7EOmOd7.

NezdlezZiac od zvysku p po deleni siedmimi je kazdé olivové ¢&islo deli-
telné sedmickou.

Ukdzali sme, Zze kazdé olivové Cislo je delitefné 168 a zdroven, ze najvacsi
spolo¢ny delitel vSetkych olivovych ¢isel nemdze byt vacsi ako 168, preto
prdve 168 je hfadanym najvaésim spoloénym delitefom vsetkych olivo-

vych Cisel.



INE RIESENIE

Postupujeme analogicky, no delitelnost vSetkych olivovych &isel sedmic-
kou ukdzeme pomocou malej Fermatovej vety.

Td vravi, Zze pre lubovolné prvocislo p a lubovolné celé ¢islo a nedelitelné
p plati

aP =1 mod,,

Dosadme p = 7 a za a dosadme nase p zo zadania, ktoré zjavne nie je deli-
telné 7, kedze je to prvocislo vacsie ako 7. Potom mdzeme upravovat:

p’~' =1mod,
p® =1 mod,
p® - 14p? = 1 mod,
p®-14p? +13 = 0 mod,

To je tvar olivovych &isel zo zadania. Ukdzali sme pomocou malej Fermar-
tovej vety, Ze vSetky olivové &isla su delitelné sedmickou.



