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ZADANIE
Prístav je tvaru štvorca 𝐴𝐵𝐶𝐷. Lumomoros chce postaviť maják v bode 𝑀
a to tak, aby existoval rovnoramenný pravouhlý trojuholník 𝐴𝑀𝑁 s pravým
uhlom pri vrchole 𝑀 a bod 𝑁 ležal na strane 𝐶𝐷. Nájdite množinu všetkých
možných polôhmajáku a dokážte, že pre každý bod nájdenejmnožiny taký
trojuholník existuje.

VZOROVÉ RIEŠENIE
Nazačiatok si označme 𝑆 stredštvorca𝐴𝐵𝐶𝐷a 𝑆′ priemetbodu 𝑆 cezpriam-
ku 𝐴𝐷. Ďalej, ak v riešení hovoríme, že nejakýbod leží v nejakomuhle, pripúš-
ťame aj možnosť, že leží na jeho ramenách. Zo zadania o trojuholníku 𝐴𝑀𝑁,
ľahko odvodíme, že |∢𝐴𝑀𝑁| = 90°, |∢𝐴𝑁𝑀| = 45° a |∢𝑀𝐴𝑁| = 45° (nakoľko je
rovnoramenný a pravouhlý).

Majmenejakú vyhovujúcu konštrukciu. Urobíme jedno veľmi dôležité pozo-
rovanie – uvedomíme si, žemáme zostrojiť bod𝑀, z ktorého vidíme úsečku
𝐴𝑁 pod pravým uhlom (teda ∢𝐴𝑀𝑁 je pravý). Rovnako ju však vidíme pod
pravým uhlom aj z bodu 𝐷, nakoľko bod 𝑁 leží na 𝐷𝐶 (pokiaľ 𝑁 ≠ 𝐷, 𝑁 = 𝐷
je degenerovaný prípad, ktorý vyriešime osobitne). Teda aj bod 𝑀 aj bod
𝐷musia ležať na Tálesovej kružnici nad priemerom 𝐴𝑁, teda body 𝐴, 𝐷,𝑀, 𝑁
ležia (v nejakom poradí) na kružnici.



Rozlíšme prípady podľa polohy bodu 𝑀:

• Nech 𝑀 leží v polrovine 𝐴𝐷𝐵 a zároveň v polrovine 𝐴𝑁𝐵 t.j. „napravo“
od priamky 𝐴𝐷 aj od priamky 𝐴𝑁. Potom body 𝐷,𝑁 ležia v rovnakej pol-
rovine určenej priamkou 𝐴𝑀 a teda z obvodových uhlov nad tetivou
𝐴𝑀 platí

|∢𝐴𝐷𝑀| = |∢𝐴𝑁𝑀| = 45°

Keďže však vo štvorci platí aj |∢𝐴𝐷𝐵| = 45° a body𝑀,𝐵 ležia v rovnakej
polrovine vzhľadom na 𝐴𝐷, musí bod 𝑀 ležať na polpriamke 𝐷𝐵.

Pokiaľ bod 𝑀 leží na úsečke 𝐷𝑆, potom leží v uhle 𝐶𝐴𝐷. Bod 𝑁 všakmusí
ležať na úsečke 𝐶𝐷, teda v ∢𝐶𝐴𝐷 = ∢𝑆𝐴𝐷. Obidva body 𝑀,𝑁 teda ležia
v uhle 𝐶𝐴𝐷 o veľkosti 45°. Odtiaľ vieme, že∢𝑀𝐴𝑁 je podmnožinou∢𝐶𝐴𝐷,
tedamáveľkosť najviac 45°, a táto rovnosť sanadobúdapráve vtedy,
ak body𝑀a𝑁 ležia na ramenáchuhla 𝐶𝐴𝐷. Tedabuď𝑀 leží napriamke
𝐴𝐶 a𝑁 leží na priamke 𝐴𝐷, čiže𝑀musí nutne ležať v priesečníku 𝐴𝐶 a𝐷𝑆,
tedavbode 𝑆, alebo𝑀 leží napriamke 𝐴𝐷a𝑁 leží napriamke 𝐴𝐶 , teda𝑀
musí ležať v bode 𝐷. Všetky ostatné body úsečky 𝐷𝑆 nevyhovujú.

Pokiaľ bod𝑀 leží napolpriamkeopačnej k𝐵𝐷, potom |∢𝑀𝐴𝐶| ≥ |∢𝐵𝐴𝐶| =
45° a keďže 𝑁 leží v uhle 𝐶𝐴𝐷, zrejme aj |∢𝑀𝐴𝑁| ≥ 45°. Rovnosť sa bude
nadobúdať práve vtedy, keď 𝑀 leží na ramene 𝐴𝐵 uhla 𝐵𝐴𝐶 a 𝑁 na ra-
mene 𝐴𝐶 toho istéhouhla, teda𝑀 = 𝐵 a𝑁 = 𝐶 . Ostatnébodypolpriamky
opačnej k 𝐵𝐷 už nevyhovujú.

Ďalej nám z polpriamky 𝐷𝐵 ostala ešte úsečka 𝑆𝐵, o ktorej teraz uká-
žeme, že celá vyhovuje (o jej krajných bodoch sme to už dokázali). Po-
kiaľ uvažujeme ľubovoľný bod 𝑀 na tejto úsečke, otočením 𝐴𝑀 okolo
bodu 𝐴 o uhol 45° v kladnom smere (v protismere hodinových ruči-
čiek) vznikne bod 𝑁 ako prienik tejto otočenej priamky s úsečkou 𝐶𝐷.
Zrejme platí, že |∢𝑀𝐴𝑁| = 45° podľa tejto konštrukcie. Vďaka rovnosti
uhlov |∢𝑀𝐴𝑁| = |∢𝑀𝐷𝑁| = |∢𝐵𝐷𝐶| = 45° ležia body 𝐴,𝑀, 𝑁, 𝐷 na kružnici.
Z toho plynie aj rovnosť obvodových uhlov |∢𝐴𝑁𝑀| = |∢𝐴𝐷𝑀| = 45°.
Teda trojuholník 𝐴𝑀𝑁 má dva uhly, pri bodoch 𝑁 a 𝐴, s veľkosťou 45°,
teda už zrejme je pravouhlý rovnoramenný a vyhovuje požiadavkám
zadania.
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• Nech 𝑀 leží v polrovine opačnej k 𝐴𝐷𝐵 a zároveň v polrovine opačnej
k 𝐴𝑁𝐵 t.j. „naľavo“ od priamky 𝐴𝐷 aj od priamky 𝐴𝑁. Potom body 𝐷,𝑁
ležia v rovnakej polrovine určenej priamkou 𝐴𝑀 a teda z obvodových
uhlov nad tetivou 𝐴𝑀 platí

|∢𝐴𝐷𝑀| = |∢𝐴𝑁𝑀| = 45°

Zároveňbod𝑀musíbyť v tomtoprípademimoštvorca (lebo leží vpol-
rovine opačnej k 𝐴𝐷𝐵), tedamusí nutne ležať na polpriamke 𝐷𝑆′.
Pokiaľ bod 𝑀 leží na polpriamke opačnej k 𝑆′𝐷, potom leží mimo uhla
𝐷𝐴𝑆′, o veľkosti 45°, teda |∢𝑀𝐴𝐷| ≥ |∢𝐷𝐴𝑆′| = 45°. Keďžebod𝑁 leží v uhle
𝐷𝐴𝐶 , platí |∢𝑀𝐴𝑁| ≥ |∢𝑀𝐴𝐷| ≥ 45°, pričom rovnosť sa nadobúda v prí-
pade, keď 𝑀 a 𝑁 ležia na ramenách uhla ∢𝑆′𝐴𝐷, teda ak 𝑀 = 𝑆′ a 𝑁 = 𝐷.
Iné body polpriamky opačnej k 𝑆′𝐷 už nevyhovujú.
Dokážme, že každý bod 𝑀 na úsečke 𝐷𝑆′ vyhovuje. Postupujeme ana-
logicky k minulému prípadu, otočíme 𝐴𝑀 okolo 𝐴 o uhol 45° v zápor-



nom smere, prienikom s úsečkou 𝐶𝐷 získame bod 𝑁. Keďže |∢𝑀𝐴𝑁| =
45° a |∢𝑀𝐷𝑁| = |∢𝑀𝐷𝐴| + |∢𝐴𝐷𝑁| = 45° + 90° = 135°, platí, že súčet
protiľahlých uhlov v štvoruholníku 𝐴𝑁𝐷𝑀 je 180°, teda je tetivový, od-
kiaľ už dostaneme rovnosť obvodových uhlov |∢𝐴𝑁𝑀| = |∢𝐴𝐷𝑀| = 45°,
teda uhly v trojuholníku 𝐴𝑀𝑁 pri vrcholoch 𝑁, 𝐴majú veľkosť 45° a zrej-
me vyhovuje zadaniu.
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• Ešte ostáva doriešiť prípad, keď bod 𝑀 leží v polrovine 𝐴𝑁𝐷 a zároveň
𝐴𝐷𝐶 , resp. vpolrovine𝐴𝑁𝐵azároveňvpolrovineopačnej k𝐴𝐷𝐵. V tomto
prípade body 𝐷 a 𝑁 ležia v opačných polrovinách určených priam-
kou 𝐴𝑀, nakoľko však analogicky vďaka Tálesovej vete ležia 𝐴, 𝑁,𝑀, 𝐷
na kružnici, platí, že |∢𝐴𝑁𝑀| + |∢𝐴𝐷𝑀| = 180°, odkiaľ |∢𝐴𝐷𝑀| = 180° −
|∢𝐴𝑁𝑀| = 180° − 45° = 135°.

V tomto prípade tak bod 𝑀 musí ležať na polpriamke opačnej k 𝐷𝑆′.
Opäť všakmusí platiť, že body𝑁a𝑀 ležia obidvavuhle 𝐶𝐴𝐷, teda∢𝑁𝐴𝑀
je podmnožinou uhla 𝐶𝐴𝐷 a teda platí |∢𝑁𝐴𝑀| ≤ |∢𝐶𝐴𝐷| = 45°, teda
z tohto prípadu dostávame iba 𝑀 = 𝐷 a 𝑁 = 𝐶 ako riešenie.

Dokopy tedamaják, bod 𝑀, môže ležať na úsečke 𝐵𝑆, alebo na úsečke 𝐷𝑆′.



INÉ RIEŠENIE
Úloha sa dala riešiť aj trikovo – pomocou užitočného a trochu netradič-
ného geometrického zobrazenia – špirálnej podobnosti (tzv. špirálky). Toto
zobrazenie je zložením rotácie a rovnoľahlosti. Ide o podobné zobrazenie,
čiže úsečky sa zobrazujú na úsečky. Stručne teraz popíšeme, ako sa ním
dala vyriešiť úloha.

Uvedomme si na úvod, že pomer prepony ku odvesne v hľadanom troj-
uholníku 𝐴𝑀𝑁 je |𝐴𝑀|

|𝐴𝑁| =
√2
2 . Všetky možné polohy bodu 𝑁 tvoria úsečku 𝐶𝐷,

zobrazíme preto celú túto úsečku v špirálnej podobnosti so stredom v 𝐴,
uhlom 45°a koeficientom √2

2 . Zobraziťmôžemedva krajné body tejto úseč-
ky, ľahko si rozmyslíme, že v jednom smere otočenia sa 𝐶 zobrazí do 𝐵 a 𝐷
do 𝑆 a v opačnom smere 𝐶 do 𝐷 a 𝐷 do 𝑆′. Teda úsečka 𝐶𝐷 sa zobrazí v jed-
nom prípade na úsečku 𝐵𝑆 a v druhom na úsečku 𝐷𝑆′. Zrejme všetky body
na týchto úsečkách fungujú, nakoľko sa táto úsečka dá spätne zobraziť
na úsečku 𝐶𝐷, čím pre dané 𝑀 na jednej z týchto úsečiek dostaneme ne-
jaké𝑁 na 𝐶𝐷, pričomrovnoramennosť apravouhlosť trojuholníka 𝐴𝑁𝑀bude
zaručená z uhlu a koeficientu tejto špirálnej podobnosti.

KOMENTÁR
Úloha sa dala riešiť synteticky, ale aj analyticky a pri oboch prístupoch
ste viacerí zabudli na druhú časť poslednej vety zo zadania, a to doká-
zať, že pre nájdenú množinu bodov vždy daný rovnoramenný trojuholník
existuje. Okrem toho sa analytické riešenia v tejto úlohe ukázali byť spo-
ľahlivejšie, ako syntetické. V tých ste sa častokrát odvolávali na fakt, že keď
dokážeme, kde bude bod 𝑀 pre krajné polohy bodu 𝑁 (t.j. pre 𝑁 = 𝐶 a 𝑁 = 𝐷),
tak potomprepolohy bodu𝑁medzi týmito krajnými polohami, budebod𝑀
vždynaúsečkemedzi jeho krajnýmipolohami. To všaknemusí stačiť, keďže
bez ďalších tvrdení by to mohla byť aj krivka alebo dlhšia úsečka.


