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ZADANIE

Pristav je tvaru Stvorca ABCD. Lumomoros chce postavit majdk v bode M
a to tak, aby existoval rovhoramenny pravouhly trojuholnik AMN s pravym
uhlom pri vrchole M a bod N lezal na strane CD. Ndjdite mnozinu vSetkych
moznych poldh majdku a dokdzte, Ze pre kazdy bod ndjdenej mnoziny taky
trojuholnik existuje.

VZOROVE RIESENIE

Nazaciatok siozna€me S stred Stvorca ABCD a S’ priemet bodu S cez priam-
ku AD. Dalej, ak v rieSeni hovorime, ze nejaky bod lezi v nejakom uhle, pripGs-
tame aj moznost, ze lezi na jeho ramendch. Zo zadania o trojuholniku AMN,
lahko odvodime, Ze |[<AMN| = 90°, |[<ANM| = 45° a |<MAN| = 45° (nakol’ko je
rovnoramenny a pravouhly).

Majme nejakud vyhovujdcu konstrukciu. Urobime jedno velmi délezité pozo-
rovanie — uvedomime si, ze mdme zostrojit bod M, z ktorého vidime Usecku
AN pod pravym uhlom (teda <AMN je pravy). Rovnako ju véak vidime pod
pravym uhlom aj z bodu D, nakofko bod N lezi na DC (pokial N # D, N = D
je degenerovany pripad, ktory vyriesime osobitne). Teda aj bod M aj bod
D musia lezat na Tdlesovej kruznici nad priemerom AN, teda body A, D, M, N
lezia (v nejakom poradi) na kruznici.



Rozlisme pripady podla polohy bodu M:

« Nech M lezi v polrovine ADB a zdroven v polrovine ANB tj. ,napravo*
od priamky AD aj od priamky AN. Potom body D, N leZia v rovnakej pol-
rovine uréenej priomkou AM a teda z obvodovych uhlov nad tetivou
AM plati

|<ADM| = |[<ANM| = 45°

KedZe vSak vo Stvorci plati aj |[<ADB| = 45° a body M, B leZia v rovnakej
polrovine vzhladom na AD, musi bod M lezat na polpriamke DB.

Pokial bod M leZi na Usecke DS, potom leZi v uhle CAD. Bod N vSak musi
lezat na Usecke CD, teda v «CAD = 4SAD. Obidva body M, N teda lezia
v uhle CAD o velkosti 45°. Odtial vieme, Ze <MAN je podmnozinou <CAD,
teda ma velkost najviac 45°, a tdto rovnost sa nadobuda prdve vtedy,
ak body M a N leZia ha ramendch uhla CAD. Teda bud' M leZi na priamke
AC a N lezi na priamke AD, €ize M musi nutne lezat v priesecniku AC a DS,
teda v bode S, alebo M lezina priamke AD a N lezi na priamke AC, teda M
musi lezat v bode D. VSetky ostatné body tsecky DS nevyhovuju.

Pokialbod M leZina polpriamke opacnejk BD, potom |<MAC| 2 |[4BAC| =
45° a kedze N lezi v uhle CAD, zrejme aj |[<MAN| 2 45°. Rovnost sa bude
nadobudat prave vtedy, ked M lezi na ramene AB uhla BAC a N na ro-
mene AC tohoistého uhla,tedaM = Ba N = C. Ostatné body polpriamky
opacnej k BD uz nevyhovujud.

Dalej ndm z polpriamky DB ostala este Usecka SB, o ktorej teraz ukd-
7eme, ze celd vyhovuije (o jej krajnych bodoch sme to uz dokdizali). Po-
kial uvazujeme lubovolny bod M na tejto Usecke, otocenim AM okolo
bodu A o uhol 45° v kladnom smere (v protismere hodinovych rugi-
giek) vznikne bod N ako prienik tejto otoenej priamky s Useckou CD.
Zrejme plati, Zze |AMAN| = 45° podla tejto konstrukcie. Vd'aka rovnosti
uhlov |<MAN| = |<MDN| = [«BDC| = 45° lezia body A, M, N, D na kruznici.
Z toho plynie aj rovnost obvodovych uhlov |<ANM| = |<ADM| = 45°.
Teda trojuholnik AMN ma dva uhly, pri bodoch N a A, s velkostou 45°,
teda uz zrejme je pravouhly rovnoramenny a vyhovuje poziadavkdm
zadania.



« Nech M leZi v polrovine opacnej k ADB a zdroven v polrovine opacnej
k ANB t. ,nafavo® od priamky AD aj od priamky AN. Potom body D, N
leZia v rovnhakej polrovine uréenej priamkou AM a teda z obvodovych
uhlov nad tetivou AM plati

|<ADM| = |[<ANM| = 45°

Zarover bod M musi byt vtomto pripade mimo stvorca (lebo leziv pol-
rovine opaénej k ADB), teda musi hutne lezat na polpriamke DS'.

Pokial bod M lezi na polpriamke opacnej k S’'D, potom lezi mimo uhla
DAS’, o velkosti 45°, teda |<MAD| = |<DAS’| = 45°.Kedze bod N lezi v uhle
DAC, plati |[<MAN| = |<MAD| = 45°, pricom rovnost sa nadobuda v pri-
pade, ked' M a N leZia na ramendch uhla <S'AD, teda ak M =S  a N = D.
Iné body polpriamky opacnej k S'D uz nevyhovuju.

Dokdzme, Ze kazdy bod M na GsecCke DS’ vyhovuje. Postupujeme ana-
logicky k minulému pripadu, oto€ime AM okolo A o uhol 45° v zdpor-



nom smere, prienikom s Useckou CD ziskame bod N. KedZe |4<MAN| =
45° a |[4MDN| = |<MDA| + |[<ADN| = 45° + 90° = 135°, plati, Ze suget
protilahlych uhlov v Stvoruholniku ANDM je 180°, teda je tetivovy, od-
kial uz dostaneme rovnost obvodovych uhlov [<ANM| = |<ADM| = 45°,
teda uhly v trojuholniku AMN pri vrcholoch N, A maju velkost 45° a zrej-
me vyhovuje zadaniu.
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« ESte ostdva doriesit pripad, ked bod M lezi v polrovine AND a zdroven
ADC,resp.v polrovine ANB a zdroven v polrovine opacnejk ADB.V tomto
pripade body D a N lezia v opa&nych polrovindch uréenych priam-
kou AM, nakolko vSak analogicky vdaka Tdlesovej vete leZia A,N,M, D
na kruznici, plati, Ze |<ANM| + |<ADM| = 180°, odkial |<ADM| = 180° -
|[<ANM| = 180° - 45° = 135°.

V tomto pripade tak bod M musi lezat na polpriamke opacénej k DS'.
Opdit vSak musi platit, Ze body N a M lezia obidva v uhle CAD, teda <NAM
je podmnoZinou uhla CAD a teda plati [«NAM| < |«CAD| = 45°, teda
z tohto pripadu dostédvame iba M = D a N = C ako rieSenie.

Dokopy teda majdk, bod M, méze lezat na Usecke BS, alebo na Usecke DS'.



INE RIESENIE

Uloha sa dala riesit aj trikovo — pomocou uzitoéného a trochu netradic-
ného geometrického zobrazenia — §pirdinej podobnosti (tzv. $pirdlky). Toto
zobrazenie je zloZzenim rotdcie a rovnolahlosti. Ide o podobné zobrazenie,
Cize UsecCky sa zobrazuju na Usecky. Strucne teraz popiSeme, ako sa nim
dala vyriesit dloha.

Uvedomme si ha uvod, Ze pomer prepony ku odvesne v hfadanom troj-
uholniku AMN je % = @ Vsetky mozné polohy bodu N tvoria Use&ku CD,
zobrazime preto celu tuto Usecku v Spirdinej podobnosti so stredom v A,
uhlom 45° a koeficientom @ Zobrazit mézeme dva krajné body tejto Gsec-
ky, fahko si rozmyslime, Ze v jednom smere oto¢enia sa C zobrazi do B a D
do S avopacnom smere Cdo Da D do S'. Teda UseCka CD sa zobrazi v jed-
nom pripade na Usecku BS a v druhom na Usecku DS'. Zrejme vSetky body
na tychto Usec¢kdch funguju, nakolko sa tato Usecka dd spditne zobrazit
na Usecku CD, &im pre dané M na jednej z tychto Usecdiek dostaneme ne-
jaké N na €D, pricom rovnoramennost a pravouhlost trojuholnika ANM bude

zaru€end z uhlu a koeficientu tejto Spirdinej podobnosti.
KOMENTAR

Uloha sa dala riesit synteticky, ale aj analyticky a pri oboch pristupoch
ste viaceri zabudli na druhud ¢ast poslednej vety zo zadania, a to dokd-
zat, ze pre ndjdend mnozinu bodov vzdy dany rovnoramenny trojuholnik
existuje. Okrem toho sa analytické rieSenia v tejto Ulohe ukdzali byt spo-
lahlivejSie, ako syntetické. V tych ste sa castokrdt odvoldvali na fakt, Ze ked
dokdzeme, kde bude bod M pre krajné polohy bodu N (tj.pre N = Ca N = D),
tak potom pre polohy bodu N medzi tymito krajnymi polohami, bude bod M
vzdy na Usecke medzi jeho krajnymi polohami. To vSak nemusi stacit, kedze
bez dalsich tvrdeni by to mohla byt aj krivka alebo dlhsia tsecka.



