Letny semester - 2. SERIA 50. roénik (2026/2027)

4.ULOHA

Opravovali: Martin ,Iskra“ Dudjak & Erik Novak
Najkrajsie rieSenia: Richard Prikler & Martina Osuska
Pocet rieSeni: 17

ZADANIE

Series md postupnost redinych Cisel {a,}7 takd,zea, =3aa,,, = a,(a,-1)+1
pre vietky kladné celé &isla n. Dokdzte, ze
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VZOROVE RIESENIE

Najprv si uvedomme, Ze kazdy novy ¢len postupnosti vznikd vyndsobenim
dvoch Cisel v&&sich ako 1 a pripocitanim k nemu 1. Je teda zjavné, Ze pre
vSetky n plati a, > 1. Toto tvrdenie budeme niekolkokrdt potrebovat, preto
ho majme na pamdti.

Upravujme rekurentny tvar a
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Pocas Uuprav sme mohli delit zatvorkami prave vdaka faktu a, > 1.

Ked si dosadime tento tvar pre al do vyjadrenia sumy, dostaneme:
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Ked' si tto sumu rozpiSeme, dostaneme:
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VSimnime si, Ze sucet vSetkych ¢lenov okrem prvého a posledného bude
0. Ostdva ndm teda:

2026

1 1 1 1
T a1 G- a1 Gy, -1
Chceme dokdzat, ze plati:
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Zo zadania pozndme a, = 3, preto si mézeme dokazovanu nerovnost zjed-
nodusit na:
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Pravd nerovnost zjavne plati, kedze a,y,, > 1 a teda od % je od¢itavany
kladny zlomok.

Podme dokdzat lavu nerovnost. Najprv si ju upravme:

1

1 1
2 20262026

Q5027 =

<

1.
2 1

1 1
-_ < —_
20262026 g, -1

202 62026

<Oy =1



Uvedomme si, Ze z definicie postupnosti plati nasledovnd nerovnost:
a,,-1=ay(a,-1)>(a,-1)a,-1)=(a,-1)

a,,-1>(a,- 1)?

Teraz ukdzme, ze pre n > 1 platia, - 1 > 22" Dokdzeme to matematickou
indukciou s vyuzitim teraz uvedenej nerovnosti.

Tvrdenie platipre n = 2, kedzea,-1=a,(a,-1)+1-1=2-3=606> 22 =4,
Nech platia, -1 > 22",

Potom:

Apq - 1> (0, - 1)2 > (277)2 > 22"
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Vdaka tomuto tvrdeniu jednoducho dokézeme lavi nerovnost zo zadania.
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Zdaroven plati 2026%92° < 2048202° < (211)2026 = 222286,

KedZe zjavne 22286 < 22026 tak plati:
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Tym sme dokdzali aj favi nerovnost zo zadania.



