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ZADANIE

Herkulovi sa snival sen, v ktorom sa snazi porazit mocnu hydru. Méze spro-
vit jeden z nasledujlcich utokov:

+ Seknutie: Odsekne hydre prdve 2 hlavy. Ak to vSak nie su jej posledné
dve hlavy, tak jej dalSich 9 dorastie. Nedd sa pouzit, ak mé hydra len
1 hlavu.

+ Ovalenie: Hydre odpadne po tomto Utoku presne 7 hidv. Nedd sa po-
uzit, ak mda hydra menej ako 7 hldv.

« Sfahnutie: Méze ho vykonat, len ak ma hydra pérny pocet hidv, a od-
sekne jej to polovicu z nich.

a. Vie Herkules hydre postupne zotat vSetky hlavy, ak ich md na zagiatku
2026? Ak dno, ako? Ak nie, preco?

b. Vie Herkules hydre postupne zotat v§etky hlavy, ak ich mé na zaciatku
2027? Ak dno, ako? Ak nie, pre¢o?

VZOROVE RIESENIE

Uvedomme si, ze ak Herkules vo svojom (neposlednom) Gtoku poufzije sek-
nutie, tak sa pocet hldv hydry zvysi o -2+9 = 7, ak pouzije ovalenie, tak sa o 7
znizi. To potom znamend, Ze ani jeden z tychto spésobov nemeni zvySok
poctu hldv hydry po deleni ¢islom 7. Teda jediny spdsob Utoku, ktory by
mohol menit zvysok hlév po deleni 7 je (okrem posledného seknutia) §fah-

nutie, pri ktorom sa pocet hidv zmensi na polovicu.

(Pozndmka : Zvysok po deleni 7 nazyvame tradiéne modulom 7, skrdtene
mod 7. To, Ze dve ¢&isla a a b maju rovhaké modulo 7, zapisujeme a = b



mod 7. Pre rieSenie tieto formy zdpisov nie su potrebné, ale vseobecne su
velmi uzitoéné svojou prehladnostou, najmé pri komplexnejsich ulohdach
vyuzivajicich delitelnost.)
Nech Herkules hydru zabije. Podla jeho posledného utoku rozoberme, aké
pocty hldv mohla mat hydra na zagiatku:
- Sfahnutie.

Teda pred nim mala hydra 2 -0 = 0 hldv.

Tdto situdcia teda nemohla nastat, kedze potom by aj predchddza-

juci tah musel byt poslednym (po jeho konci mé hydra 0 hlav). Sfa-

hnutie poslednym Gtokom teda byt neméze.

« Ovalenie.

Teda pred nim mala hydra 7 = 0 mod 7 hidv (pog&et, ktory po deleni
&islom 7 ddva zvysok 0).

Teda ak Herkules hydru zabil, pricom jeho posledny utok bolo ovale-
nie, hydra musela mat 0 hidv modulo 7 (poéet, ktory po deleni &islom
7 déva zvysok 0).

« Seknutie.

Teda pred nimmalahydra2 = 2 mod 7 (poé&et so zvyskom 2 po deleni
7) hlév.

Jediny utok, ktory by mohol menit zvySok hldv po deleni 7 je Sfahnutie.
Ak vS§ak mala hydra po nejakom Sfahnuti0 mod 7 hldv, pred Slahnu-
timmala 0-2 =0 mod 7, zachovdvajdc zvysok po deleni &islom 7.

+ AkvSak mala hydra po nejakom §fahnuti2 mod 7 hidv, pred Sfah-
nutim mala 0-2 = 4 mod 7 (poéet so zvyskom 4 po deleni 7).

- Ak vak mala hydra po nejakom &fahnuti 4 mod 7 hidv (inak po-
vedané so zvydkom 4), pred slahnutim mala 4-2 =8 =1 mod 7
(poget hldav so zvyskom 1 po deleni 7).

- Ak véak mala hydra po nejakom &lahnuti 1 mod 7 hldv (inak po-
vedané so zvyskom 1), pred §fahnutim mala 1-2 =2 mod 7 (po-
&et so zvyskom 2 po deleni 7).



Uvedomme si, Ze kedZe sa zvysky zacyklili, tak ak Herkules hydru za-
bil, pricom jeho posledny utok bolo seknutie, hydra mohla mat jedine
hlavy so zvyskom 1, 2 alebo 4.

Teda celkovo ak Herkules hydru zabil, mohla mat jedine hlavy so zvyskom
0, ak by jeho posledny Utok bolo ovalenie, alebo 1, 2, 4, ak by jeho posledny
Utok bolo seknutie.

a. Nech md hydra 2026 hlév. KedZe 2026 = 289 -7 +3 = 3 mod 7 (podet
hlav so zvyskom 3 po deleni 7), tak hydru zabit Herkules po koneé&nom
pocte Gtokov nembze.

b. Nech mé& hydra 2027 hidv. (2027 = 289 - 7 + 4 = 4 mod 7.) UkéZzme, Ze
existuje spdsob, ako md Herkules utocit, aby hydra umrela:

Herkules najprv hydru 289-krdt ovali, €im ju pripravio 289-7 = 2023 hlav
a zostanu jej 4. Ndasledne Herkules vyuzije Gtok Sfahnutie, po ktorom jej
ostanu % = 2 hlavy, o ktoré ju pripravi seknutim, a teda ju porazi.

(Pozndmka: Tdto skuiska je nutnd, kedze v rieseni tvrdime iba, ze ak sa
da hydra porazit, tak musela mat pocet hidv so zvyskom 0, 1, 2 alebo
4. Nie to, Ze ak mad pocet hldv s uvedenymi zvyskami, tak sa porazit da.
Toto tvrdenie dokonca ani nie je pravdiveé, kedZe pre hydru s 1 hlavou,
teda so zvyskom 1, nie je mozné urobit Ziaden ttok, a teda ju ani zabit,)

KOMENTAR
Vo vasich rieSeniach sa celkovo vyskytovali dva hlavné problémy:
Vytvorenie nie vieobecného dékazu

Ak poc¢itate Ulohu, kde treba zistit, ¢i je nejakd situdcia moznd alebo nie,
bud musite dokdzat, ze nie je, alebo ukézat aspon jednu konstrukciu, kedy
nastane. Teda dékazom pre podulohu, ktoréd ide (ako napriklad tu podd-
loha b.) je samotny priklad toho, ako by Herkules dokdzal hydru zabit.

Problém viak éasto nastal pri podtlohe a.), kde bolo potrebné dokdzat, 7e
Herkules nedokdze hydru zabit Ziadnym spdsobom. Jeden, dva, ani tri pri-
klady, ktoré védm nevysili, nie st dékazom, kedZe eSte vzdy existuji mnohé
iné sposoby, ktoré by mozno vysli, iba ste na nich nenatrafili.
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TaktieZ saza korektny dékaz nepovazuje, ak poviete, ze ,sa nieco vzdy stane’,
ak to nie je zakladny matematicky poznatok, ako napriklad ,pdrne ¢islo je

delitefné dvojkou®. Tvrdenia Specifické pre ulohu, ako napriklad ,vzdy na

konci ostali 3 hlavy®, vSak nie su zjavné a velkou ¢astou Ulohy je ich dok&-

zat.

Delenie zvyskov

Druhym vyskytujlcim sa problémom bolo delenie zvyskov (pri dokazovani
cyklov). To v&ak nie je v moduldrnej aritmetike priamo definované.

Pozrime sa napriklad na ,&fsla” 2 mod 2.a 2 mod 2.Plati0-2 = 0 mod 2,

teda by malo platit % =0 mod 2.AvSak zdrovenplati1-2 =0 mod 2,ateda
by rovnako malo platitaj 2 = 1 mod 2.KedZe 0 # 1 mod 2 a 2 neméze mat
dva vysledky (ani > nemat ziadny), tak delenie dvoma nie je na module 2
definované.

Ako ste si vSak isto mnohi vsimli, takéto nejasnosti v konkrétne ,deleni” dvo-
ma pri module 7 nenastdvali, kazdé malo prdve jediny mozny vysledok, ¢o
plati vdaka tomu, Ze 2 a 7 su nesudelitelné. V tomto komentdri tento jav
nejdeme rozoberat, ak vds vSak zaujima, preco sa tak deje, odporicame
si pozriet nie€o o moduldrnej inverzii.

Len odvoldvanie sa na vysledky delenia zvyskov teda nie je v rieseni (ak te-
da neuvediete, 7e tak mézete robit vzhfadom na nestidelitelnost 2 a 7) po-
stacujuce, a teda bolo penalizované strhnutim bodu. Ak ste vSak delenie
nejakym spdsobom obisli, Vase rieSenie sme hodnotili plnym poctom.



