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1. cast

Uloha 1.1: Uréte sucet obsahov vyfarbenych ploch vo gtvoréekovej sieti, ak obsah jedného stvorceka
je 1.

Vysledok: 4

Riegenie: Najprv od obsahu doplneného vicsieho sivého trojuholnika (s dizkou zakladne 4 a vygkou
dlhou 4) odratame obsah doplneného vicsieho bieleho trojuholnika (s dlzkou zakladne 4 a vygkou
dlhou 3). Teda:

8§8—6=2

Takto sme ziskali obsah vyssej sivej ¢asti. Rovnako odratame od obsahu doplneného mensieho sivého
trojuholnika (s dlzkou zakladne 4 a vyskou dlhou 2) obsah doplneného mengieho bieleho trojuholnika
(s dlzkou zakladne 4 a vygkou dlhou 1). Teda:

4—-2=2
Teraz uz pozname obsahy oboch sivych Casti, takze ndm ich staci scitat:

2+2=4

Uloha 1.2: Sucet dvoch kladnych ¢isel je 5-krat vicsi ako ich rozdiel. Aky je pomer vécsicho ¢isla
k mensiemu?

Vysledok: 3 : 2

RieSenie: Oznacme si vic§ie ¢islo ako a a mensie ¢islo ako b, pricom plati a > b > 0. Podl'a zadania
mé byt sucet tychto Cisel patkrat vacsi ako ich rozdiel, teda:

a+b=>5(a—0)
Pokracujme v tpravach:
a+b=>5a—>5b
a+b—>5a+5b=0
—4a+6b=0
4a = 6b
a_06_3
b 4 2

Pomer vécsieho ¢isla k mensiemu je 3 : 2.



Uloha 1.3: Najdite najmensie kladné celé &islo, ktorého polovica je druhou mocninou celého &sla
a tretina trefou mocninou celého ¢isla.

Vysledok: 648
RieSenie:
Zo zadania vieme, 7e hladané ¢islo musi byt delitelné 2 a 3. KedZe hladdame najmensie mozné ¢islo,

iné prvociselné delitele mat nebude, teda nam staci zistit, kolkokrat budi 2 a 3 v prvociselnom
rozklade tohto ¢isla.

Aby ¢islo bolo druhou mocninou, musi byt v jeho prvociselnom rozklade pocet kazdého z prvocisel
parny. To znamené, Ze v rozklade hladaného ¢isla je pocet trojok parny a pocet dvojok nepéarny
(kedZe polovica ¢isla mé v rozklade o jednu dvojku menej ako pévodné ¢islo).

Aby ¢islo bolo trefou mocninou, musi byt v jeho prvociselnom rozklade pocet kazdého z prvocisel
delitelny tromi. To znamena, Ze v rozklade hladaného ¢isla je pocet dvojok delitelny tromi a pocet
trojok dava zvysok 1 po deleni tromi (kedZe tretina ¢isla ma v rozklade o jednu trojku menej ako
povodné ¢islo).

Najmensie nepéarne ¢islo delitelné tromi je 3, teda dvojka bude v rozklade hladaného ¢isla trikrat.
Najmensie parne ¢islo davajiace zvySok 1 po deleni tromi je 4, teda trojka tam bude Styrikrat. Do-
stavame tak hladané éislo 23 - 3% = 648.

Uloha 1.4: Cislo nazveme rastice, ked jeho cifry tvoria rastiicu postupnost (napr. ¢isla 3, 2357,
12478 su rastice). Kolko existuje rasticich kladnych celych ¢isel?

Vysledok: 511
RieSenie:
Vsimnime si, Ze najvicsie existujice rastice ¢islo je 123456789. Jednoduchym pozorovanim prideme

na to, ze ku vsSetkym ostatnym rasticim cislam sa vieme dostat tak, ze z tohto ¢isla vySkrtneme
niekol'ko cifier, resp. niekol'ko cifier nam po vyskrtani ostane.

To znamené, ze nam staci o kazdej cifre rozhodnut, ¢i v ¢isle bude, alebo nebude. Pre kazdu z cifier
teda mame 2 moznosti. Dokopy teda mame 2-2-2-2-2-2.2.2.2 = 2% = 512 roznych moZnosti,
ako vyskrtnat niektoré z cifier. Od tohto po¢tu este odc¢itame jednu moznost, v ktorej sme preskrtli
vietky cifry, kedZe to nam neposkytne validne rieSenie. Preto existuje dokopy 511 rasticich Cisel.

Uloha 1.5: Trojuholnik ABC ma dlzky stran 13, 14 a 15. Na stranach AB, BC' a C'A st zvolené
postupne body D, E, F tak, Ze trojuholniky CEF, ADF a BDFE maju rovnaky obvod, ktory je
rovny 4/5 obvodu DEF. Uréte obvod DEF.

Vysledok: 30

Riesenie: Trojuholnik ABC ma obvod 13 4+ 14 + 15 = 42. Sacet obvodov trojuholnikov CEF, ADF
a BDFE sa rovna suctu obvodov trojuholnikov ABC' a DEF'. Obvod trojuholnika ABC uz pozname
a tiez vieme, Ze obvody trojuholnikov CEF, ADF a DEF maju rovnaké obvody (ozna¢me si ich o)
rovné 4/5 obvodu DEF. Obvod DEF teda vieme zistit jednoduchou rovnicou:

30 = oaBc + OpEF

3 . goDEF =42 + ODEF

12 _
Zoppr — oppr = 42

7
EODEF =42

oper = 30



Uloha 1.6: Kolko existuje Zestcifernych palindromov delitelnych 77 (Palindrom je &slo, ktoré sa
¢ita rovnako zlava aj sprava).

Vysledok: 140

RieSenie: Oznac¢me si prvé tri cifry hfadanych ¢isel postupne pismenami a, b a ¢. Hladané palindromy
teda maju tvar abccba. Z kritéria delitelnosti ¢islom 7 vyplyva, ze ¢islo abecba je delitelné 7 prave
vtedy, ked aj vyraz a + 3b + 2¢ + 6¢ + 4b + 5a = 6a + 7b + 8¢ je delitelny 7.

Kedze vo vyraze sa nachadza cifra b s koeficientom 7, vyber tejto cifry nemé vplyv na delitelnost
7. Musi teda platit, ze 6a + 8c je delitelné 7. To je ekvivalentné s tvrdenim, Ze ¢ — a je delitelné 7,
nakol'ko vyrazy 8c a ¢ maju rovnaky zvySok po deleni 7, kedZe sa liSia o hodnotu 7¢, a podobne aj
vyrazy 6a a —a maja rovnaky zvysok po deleni 7, pretoze sa liSia o hodnotu 7a.

Musime teda najst také dvojice cifier, ktorych rozdiel je delitelny 7. Kedze sa jedna o cifry, a tie
nadobudaji len hodnoty od 0 do 9, hladame dvojice cifier s rozdielom 0 alebo 7. Pre cifru a navyse
eSte mame podmienku, Ze musi byt nenulova, inak by abccba nebolo Sestciferné ¢islo. V tabulke sa
nachadzaji vetky dvojice cifier, o spliaji nase podmienky.

a|c c
11118
212 9
313
414
2195
6|6
77710
8181 8|1
91919]2

Vidime, ze mame 14 moznosti na vyber cifier a a ¢. Ku kazdému z tychto vyberov mame este 10
moznosti na vyber cifry b. Spolu teda existuje 140 Sestcifernych palindromov delitelnych 7.

Uloha 1.7: Najdite vietky mozné dlzky obvodov pravouhlych trojuholnikov s celoéiselnymi dizkami
stran, v ktorych sa obvod rovna obsahu.

Vysledok: 30, 24

Riesenie: Oznacme si dizky odvesien a, b a dizku prepony ¢. Kedze hl'adame pravouhlé trojuholniky,
tak z Pytagorovej vety plati ¢ = va? + b?. Zaroven vieme, Ze obvod trojuholnika sa rovnéa jeho obsahu,
teda plati a+b+c = ab/2. Nahradime v tejto rovnici ¢ jeho vyjadrenim z Pytagorovej vety a nasledne
upravime:

b
a+b+\/a2+b2:%
2va? 4+ 02 =ab—2a—2b

4a® + 46 = a’b® + 4a® + 4b* — 4a°b — 4ab® + Sab
a?b® — 4a%b — 4ab® + 8ab = 0

Vieme, 7e dizky stran trojuholnika st uréite nenulové, a preto mézeme celt rovnicu vydelit ab.
Dostaneme tak ab — 4a — 4b + 8 = 0. Teraz, ked pripo¢itame 8 na kazdu stranu, tak vieme prava
stranu rozlozit na suéin a dostavame (a —4)(b —4) = 8. Bez ujmy na vSeobecnosti (teda nasledujicu
vlastnost mozeme predpokladat bez toho, aby sme nejaké pripady stratili) nech a < b, teda aj
a—4<b—4. Cinitele a — 4 aj b — 4 su celoCiselné, ich sucin je 8 a nakolko a > 0, tak a — 4 > —4.



Na to mame tieto moZnosti:

,_.
oo |
ot

12

V prvej moznosti dostaneme ¢ = 13 a v druhej ¢ = 10. Mozné obvody takychto trojuholnikov st teda
5+124+13=30a 6+ 8+ 10 = 24.

Uloha 1.8: Nech ABCD je jednotkovy &tvorec. V §tvorci nakreslime oblik kruznice so stredom
v bode A, ktorého koncové body st B a D. Podobne nakreslime oblik kruznice so stredom v bode
B, ktorého koncové body st A a C'. VpiSeme kruznicu, ktora sa vnitorne dotyka oblika AC, oblika
BD, a zaroven sa dotyka strany AB. N&ajdite polomer tejto kruznice.

Vysledok: 3/8

RieSenie: Oznacme si vpisani kruznicu zo zadania k. Oznac¢me si stred kruznice k ako S a oznac¢me
F' jej dotykovy bod s kruznicovym oblikom BD.

D 1 C
k F
1
S T
1—17r
.
A % X B

Body A, S a F' su kolinearne, pretoze v bode dotyku F' mé aj kruznica k, aj kruznicovy obliuk BD
totozni dotycnicu, a teda A aj S lezia na kolmici tejto doty¢nice prechadzajicej bodom F'.

Ozna¢me si X bod dotyku kruznice k s AB, pricom zo symetrie to je zéroven aj stred strany AB.
Oznacme si r dlzku polomeru kruznice k, takze |SX| = |SF| = r. Véimnime si, Ze |AF| = 1, ked7e
F lezi na obliku BD, a preto ma rovnaku dlzku ako AB. Potom |AS| = |AF| — |SF| =1 —r.

Uhol <AX S je pravy, kedze AB je doty¢nicou ku kruznici & s bodom dotyku X. V pravouhlom
trojuholniku AX S je |AX| = 1/2, a potom uz vieme pomocou Pytagorovej vety dopocitat hladany

polomer r:
1\2
2 2
—(1=r)2—-(=
re=(1-r) <2>

]_

2r =

Ol W] W



Uloha 1.9: Nech f je funkcia, ktora &islo zapise v dvojkovej ststave a nésledne z neho vynechanim
nal vytvori ¢islo v desiatkovej stustave. Napriklad f(5) je 11, lebo 5 v dvojkovej ststave je 101 a ked
z neho vynechame nuly, tak dostaneme 11. Kolko existuje kladnych celych ¢isel n mensich ako 256,
pre ktoré je f(n) delitelné ¢islom 377

Vysledok: 84

Riesenie: 256 = 2%, teda v dvojkovej stistave bude najmensim 9-cifernym &islom, a to 10000000. To
znamend, Ze budeme hladat ¢isla, ktoré su v dvojkovej stuistave najviac 8-ciferné.

Dalej sa pozrime na nasobky 37. Budeme hladat také, ktoré su zloZené len z cifier 1, pretoze v dvojko-
vej sustave pouzivame len cifry 1 a 0 a nuly podl'a zadania funkcia f vynechava. Takymito nasobkami
mensimi ako 100000000 s 111 a 111111.

Najprv sa pozrime na 111. Je to trojciferné ¢islo, preto k nemu mozeme pripisat najviac pat cifier 0.
V dvojkovej ststave zaroven plati, ze cifry 0 sa na zaciatku ¢isla nerataju, teda ak by sme napisali
napriklad ¢islo 00011100, islo by o také isté ¢islo ako 11100, a teda sme ziskali moZznost, kde sme
dopfisali k ¢islu 111 iba dve cifry 0. To znamena, ze ak vyratame pocet moznych permutécii troch cifier
1 a piatich cifier 0, zistime aj kolko existuje takych n, pre ktoré sa funkcia f rovna 111. PouZijeme
na to vzorec pre vypocet permutacii s opakovanim, kde méme mnozinu 8 prvkov, 3 prvky jedného
druhu (cifry 1) a 5 prvkov druhého (cifry 0), teda:

8!

Rovnaky postup pouZijeme aj pri ¢isle 111111. KedZe ide o 6-ciferné ¢islo, budeme k nemu moct
pripisat najviac dve cifry 0. Teda pouZzijeme vzorec pre vypocet permutécii s opakovanim, kde mame
mnozinu 8 prvkov, 6 prvkov jedného druhu (cifry 1) a 2 prvky druhého (cifry 0), teda:

8!

Nakoniec uz len s¢itame pocet moznych permutacii:
56 +28 = 84

Existuje teda 84 takych cisel.

Uloha 1.10: Je dany stvorec ABC'D a v fiom §tvorce EFGH a FIJK ako na obrazku. Body E, F, I
lezia na jednej priamke a body E, I, .J, H lezia na stranéch stvorca ABCD. Obsah stvorca EFGH
je 2 a obsah §tvorca FIJK je 8. Uréte dlzku strany stvorca ABCD.

D J C
K
1
H
F
A FE B

Vysledok: 7v/2 / V5



Riesenie: Stvorec EFGH ma stranu dlht V2 a stvorec FIJK méa stranu dlha 2v/2.

Nech |[<AHE| = «, potom |<AEH| = 90° — «. Z toho vyplyva |[</EB| = a a |[<EIB| = 90° — a.
Dalej |<ClJ| = o a |<IJC| = 90° — a. Trojuholniky AEH, BIE,CJI st teda podobné. Navyse
dlzky ich prepon st postupne v/2, 3v/2, 2¢/2. Aj dlzky ich odvesien buda v pomere 1 : 3 : 2. Oznaéime
si ich ako na obrazku.

D

3a

Hladame teda dizku b + 3a. MoZeme si zapisat a riesit nasledujtice rovnice:

a’+b* =2
b+ 3a =2a+ 3b

a=2b
407 + b2 =2
5b% = 2
b’ =2/5

b=2/V5
a:2\/§/\/5
b+3a=T7vV2/V5



Uloha 1.11: Najdite vietky realne ¢isla z, pre ktoré plati: (8% 4-27%)/(12% + 18%) = 61/36.
Vysledok: 2, -2

RiesSenie: Najprv si zadant rovnicu moézeme upravit nasledovnym sposobom:

(2% + (3% 61
(22-3)T +(2-3%)* 36
2% 4 3% 61

22z3:ﬂ+2$32$_%

Pre zjednodusenie zavedieme oznacenie 2° = a a 3 = b. Po tejto substiticii méZzeme rovnicu prepisat
do tvaru:

a’® + b3 61

a2b+ab®> 36

Teraz budeme uz len pokracovat v tpravéch:

(a*> —ab+b*)(a+b) 61

ab(a +b) "~ 36
(a*> —ab+0*) 61
ab 36

36a® — 36ab + 36b* = 61lab
36a® — 97ab + 36b> = 0
(9a — 4b)(4a — 9b) =0

Na to, aby sa lava strana rovnice rovnala 0, musi platit bud, Zze 9a — 4b = 0, alebo 4a — 9b = 0.
Pozrime sa najprv na prva moznost, 9a — 4b = 0, ¢ize 9a = 4b. V tejto chvili si za a a b naspét
dosadime 2% a 3. Takze méme rovnicu:

9.2*=4-3"
32.2x:22.3x
2x72:3x72

Rovnaké mocniny 2 a 3 sa rovnaju iba v pripade, ked sa jedna o nulté mocniny. Z toho vyplyva, Ze
r—2=0, atedaz=2.

7Z druhej moznosti, 4a — 9b = 0, by sme tpravami dostali rovnicu 22 - 2% = 3% . 3%, ¢ize 212 = 37+2,
Z ¢oho vyplyva, 7ze x + 2 =0, a teda x = —2.



Uloha 1.12: Kolko neprazdnych podmnozin S mnoziny {1,2, ..., 15} mé nasledujtce vlastnosti?

e S neobsahuje ziadne dve po sebe iduce ¢isla.

e Ak S obsahuje k prvkov, S neobsahuje ziadne ¢islo mensie ako k.

Vysledok: 405
RieSenie: Zamyslime sa najprv nad jednoduchsou tlohou vSeobecne:
Kol'ko podmnozin mnoziny {1,2,...,n} ma velkost k a neobsahuje ziadne dve po sebe iduce ¢isla?

Chceme vybrat k c¢isel z naSej mnoziny, ale nemozu byt po sebe idice. Teda si predstavme, Ze
budeme vyberat k za sebou iducich dvojic ¢isel z mnoziny {1,2,...,n + 1}. Prvé &slo vo vybratej
dvojici je ¢islo, ktoré realne vyberame, a druhé ¢islo nam zaisti, Ze nevyberieme Ziadne susedné uz
vybratého ¢isla (uz ho nemozeme vybrat znova). Viimnime si, Ze n+1 sa vybrat neda. Pre Tubovolny
vyber pévodnym spésobom vieme pridruzit ku kazdému vybratému ¢islu ¢islo za nim a budeme mat
vyber druhym spésobom. Teda vybery prvého sposobu st podmnozinou vyberov druhého spésobu.
Analogicky vieme z lubovolného vyberu druhym sposobom zobrat iba prvé ¢isla z dvojic a tie buda
vyhovovat podmienkam v prvom sposobe. Teda vybery druhého sposobu stt podmnozinou vyberov
prvého sposobu. To znamené, Ze vyberové mnoziny s si rovné.

Podobnym principom mézeme vidiet, ze vybrat k dvojic za sebou iducich ¢&isel z n+1 ¢isel je rovnakeé,
ako vybrat k ¢isel z n + 1 — k. Rovnako za vybery vieme dodat druhé ¢isla do dvojic (¢isla sa nam
popostvaju ale na vyberoch to ni¢ nemeni) alebo naopak z dvojice vybrat prvé.

Pocet moznosti, ako vybrat k& prvkov z n — k + 1 prvkovej mnoziny je (”_:H). Teda to je aj pocet
moznosti, ako vybrat z mnoziny {1,2,...,n} k ¢isel tak, aby ziadne dve neboli po sebe iduce.

Zo zadania vsak vieme, ze ak chceme vybrat podmnozinu s k£ prvkami, nemdzeme pouzit ¢isla mensie
ako k, teda vyberame k prvkov z mnoziny {k,k+1,... ,n}.

Vsimnime si, ze tato mnozina ma velkost n — k + 1. Teda pocet podmnozin velkosti k, ktoré splhaji
obe podmienky v zadani, kde n = 15, bude:

((n—k+;)—k+1) _ (17;21@)

Teda pocet moznosti pre jednotlivé k (k > 6 nie je mozné, lebo by sme chceli vybrat 6 ¢ viac ¢isel
z b, ¢o logicky nejde) je:

k | pocet moznosti
1 (V) =15
2 (V) =18
31 () =165
41 () =126
5 (f) =21

Teda celkovy pocet moznosti je 15 + 78 4+ 165 + 126 + 21 = 405.



2. cast

Uloha 2.1: Vynasobime vietky dvojciferné &isla delitelné ¢islom 15. Vysledok delime tromi, az kym
neostane ¢islo, ktoré nie je delitelné tromi. Aké ¢islo ostane?

Vysledok: 1250000

Riesenie: Na zaciatok si zoberme v8etky dvojciferné ¢isla delitelné 15 a pozrime sa na ich prvoéciselny

rozklad.

15=3-5
30=2-3-5
45=3%.5
60=2%-3-5
75 =3 -5
90=2-32-5

Teraz teda potrebujeme zistit, aky vysledok dostaneme, ak sicin tychto ¢isel vydelime najvys$im
moznym poctom trojak. To nam v preklade hovori, Ze z prvociselného rozkladu danych ¢isel moézeme
odstranit vsetky trojky a zvySok vynésobit. Po odstraneni trojak dostavame:

5.2-5-5-22.5.52.2.5=57.24

To vieme este upravit na 10 - 53, ¢o po vyéisleni da 1250 000.

Uloha 2.2: Kolko 9-cifernych kladnych celych ¢éisel s navzajom réznymi nenulovymi ciframi je deli-
telnych ¢islom 457

Vysledok: 8! = 40 320
Riesenie: Cislo je delitelné 45 prave vtedy, ked je delitelné 9 a zaroven je delitelné 5.

HTadané 9-ciferné ¢isla maju vSetky cifry rozne a nenulové, takze kazda cifra od 1 po 9 sa v kazdom
¢isle vyskytuje préave raz. Aby boli delitelné 5, musi byt cifra 5 vZdy na poslednom mieste. Stcet
cifier od 1 po 9 je 45, ¢o znamen4, Ze nezalezi na usporiadani zvysnych 8 cifier a vysledné ¢islo bude
vzdy delitelné 9.

Preto hladdame pocet permutéacii 8 roznych cifier a to je 8-7-6-5-4-3-2-1 = 8! = 40 320.

Uloha 2.3: Nech qa, b, ¢, d, e st kladné celé ¢sla, pre ktoré plati a < b < ¢ < d < e. Ich aritmeticky
priemer je 10, rozdiel medzi najva¢sim a najmensim ¢islom je 12 a ¢ = 7. Zistite hodnotu d.

Vysledok: 15

RieSenie: Vieme, 7Ze a + 12 = e a ¢ = 7. ZapiSme si ich aritmeticky priemer, doplime don tieto
poznatky a zjednoduSme vzniknuti rovnicu:

a+b+c+d+e
5
a+b+c+d+e=50
a+b+7+d+ (a+12) =50
2a +b+d =31

=10

Z rovnice sa blizsie k hodnote d nedostaneme, pretoze jej riesenim bude hned niekol'ko trojic (a, b, ¢).
Vieme vSak tiez, ze a < b < 7 a7 < d < a+ 12. Stadi sa uz iba zamysliet nad tym, ako nam tieto
obmedzenia redukuji pocet moznosti.



Je niekol'ko moznosti, ako to spravit. Najjednoduchsie to pojde ak sa zamyslime nad tym, aké hodnoty
moze nadobudat b:

e Keby platilo b = 6, tak a moze byt najviac 5. V tom pripade z rovnice dostavame 2-5+6+d = 31,
¢ize d = 15. VSimnime si, Ze ak by a bolo mensie ako 5, tak by vysledné d bolo vécsie ako a+12.
Pre b = 6 mame preto iba jedno riesenie.

e Keby platilo b < 5, tak by maximéalna hodnota stictu 2a + b bola 2 -4 + 5 = 13. Hodnota d by
preto bola aspon 18, ¢o v kazdom pripade nebude menej ako a + 12. V tejto moznosti preto
nemame ziadne rieSenie.

Ukazali sme teda, Ze jedind hodnota, ktort méze d nadobudnut, je 15.

Uloha 2.4: V obchode vykupilo n zékaznikov celi zasobu pistacii. Najprv prvy zékaznik kuapil 10
baleni plus desatinu zo zvySnych zasob. Potom druhy zékaznik kupil 20 baleni plus desatinu zo
zvys$nych zasob. Takto to pokracovalo az kym n-ty zédkaznik kupil 10n baleni pistacii a v obchode
vtedy uz neostalo ziadne balenie. Ak v8etci zakaznici kupili rovnaké mnoZstvo pistéacii, kolko baleni
mal obchod povodne v zasobe?

Vysledok: 810

RieSenie: Vieme, 7Ze vSetci zékaznici si kupili rovnaky pocet baleni a ze posledny zékaznik si kupil
10n baleni. Spolu je zékaznikov n, preto celkovy pocet baleni mézme vyjadrit ako 10n2.

Skusme si teraz vyjadrit kol'ko baleni si kupil prvy zédkaznik. Bolo to 10 baleni plus desatina zvy$nych
baleni, ¢ize 10 + (10n* — 10)/10 = n* + 9. Nakolko vieme, Ze si balen{ kupil rovnako vela ako
posledny zékaznik, postavme si ich do rovnice a vypocitajme ju. Vo vzorovom rieseni je pouzita
uprava lavej strany na sucin pomocou Vietovych vztahov. Fungoval by v8ak aj beZny vzorec na
rieSenie kvadratickej rovnice.

n?+4+9=10n
n?—10n+9=0
(n—1)(n—-9)=0
n € {1,9}

Zo zadania vyplyva, ze zdkaznici boli aspon dvaja. RieSenim je preto iba n = 9. Celkovy pocet baleni
preto bude 10n? = 10 - 92 = 810.

Uloha 2.5: Zistite, kolkymi sposobmi moéZeme z mnoziny {1,2,3,...,19,20} vybrat trojprvkovi
podmnozinu, ktorej sucin prvkov je delitelny Styrmi.

Vysledok: 795

RieSenie: Rychlejsie bude sa na to pozriet z opacnej strany, ¢ize zistit, kolkymi sposobmi vieme
vybrat trojprvkové podmnoziny, ktorych sacéin nie je delitelny 4, a potom to odratat od poctu
vSetkych trojprvkovych podmnozin.

Stcin trojprvkovej podmnoziny nie je delitelny 4 len v dvoch pripadoch — ak st v nej tri nepéarne
¢isla, alebo prave jedno parne ¢islo nedelitelné 4 a dve nepéarne ¢isla.

10

3) = 120 moznosti, ako vybrat

V mnozine zo zadania je desat neparnych cisel, takze existuje (
trojprvkovii podmnozinu obsahujticu len nepéarne ¢isla.

Parnych ¢isel, ktoré nie su delitelné 4, je v mnozine zo zadania 5, ¢o znamena, ze méame (i’) =5
moznosti, ako vybrat jedno také ¢islo do nasej podmnoziny a (120) = 45 moznosti, ako vybrat zvysné
dve neparne. Z toho vyplyva, ze mame 5 - 45 = 225 moznosti, ako vybrat trojprvkovi podmnozinu
obsahujicu prave jedno parne ¢islo nedelitelné 4 a prave dve nepéarne ¢&isla.



Dokopy teda mame 120 + 225 = 345 moznosti, ako vybrat trojprvkovi podmnozinu, ktorej siacin
nie je delitelny 4.

Pocet vSetkych moznosti, ako vybrat aktukolvek trojprvkovii podmnozinu z mnoziny zo zadania je
(230) = 1140, ¢ize pocet moznosti, ako vybrat trojprvkovi podmnozinu, ktorej sucin je delitelny 4, je

1140 — 345 = 795.

Uloha 2.6: Majme rovnostranny trojuholnik ABC. Nech C' je stredom kruznice k s polomerom
mensim nez dlzka strany AB. Body P a @ st priesecniky k so stranami AC a BC. Kratsi oblik PQ
je rovnako dlhy ako strana AB. Zistite obvod trojuholnika ABC, ak obvod utvaru ABQP (zlozeného
z useciek a obluku) je 47 — 6.

Vysledok: 37

RieSenie:

o

A B

Ked si nacrtneme situaciu zo zadania, mozeme si v8imnut, Zze PQ je kruZnicovy obluk kruznice
k tvoreny stredovym uhlom ACB. KedZe trojuholnik ABC' je rovnostranny, velkost uhla AC'B je
60°. To je presne 1/6 z 360°, ¢o znamend, Ze dlzka kruznicového oblika P(Q) tvori Sestinu celej dlzky
kruznice k.

Ozna¢me si polomer kruznice k ako r. Podla vzorca na vypocet dlzky kruznice je potom dlzka
kruznice k rovna 27r, teda Sestina z toho je 277 /6 = 7wr/3. To je zéaroven dlzka kruznicového oblika

PQ.

Ked7ze vieme, 7Ze obvod utvaru ABQP je 4w — 6, méZeme si vytvorit rovnicu a dosadit vSetko, ¢o uz
pozname:

|AB| + |PQ| + |AP| + |BQ| = 47 — 6

Kazdt zo Styroch dlzok si vyjadrime pomocou toho, & uz vieme, teda ze |[AB| = |PQ| = mr/3
a zaroven AP a B() su casti stran trojuholnika AC' a BC, pricom PC a QC maji dlzku r a plati
|AB| = |AC| = |BC|:

T g+ (ACI - [PO)) + (IBC| - QC) = 47 6
2
%T+(%r—r)+(ﬂ—r—r):47r—6



Nasledne uz len pouzijeme ekvivalentné tpravy:

2
%¥+2é;—ﬂ:2@w—$ /2
%—i—%—r:%r—?)
2
%?—r:2ﬂ—3 /-3
27r — 3r = 3(2w — 3)
r(2r —3) =327 — 3) /(27 —3)
r=23

Obvod trojuholnika ABC' teda vypocitame ako 3 - |AB|=3-7r/3 = mr = 3.

Uloha 2.7: N4jdite najvicsie kladné celé ¢islo n také, ze 100!/(n!)® je celé &islo.
Vysledok: 21

RiesSenie: Existuje 9 nasobkov prvocisla 11, ktoré sit mensie ako 100. Vyraz n! preto vo svojom
prvociselnom rozklade obsahuje mocninu 11°. Aby bol zlomok zo zadania celoé¢iselny, rozklad (n!)?
nemoze obsahovat vys$iu mocninu 11 ako 11°.

Ak zvolime n vicsie alebo rovné jedenast, rozklad (n!)® bude uréite obsahovat aspon 11°. Ak by sme
zvolili n vicsie alebo rovné 22, v rozklade (n!)® uz bude mocnina 11'°. Preto hladané n nemoze byt
vacsie ako 21.

Ostava nam ale eSte overit, ¢i pre n = 21 je zlomok zo zadania naozaj celé ¢islo. To spravime podobnou
tvahou s prvoéiselnym rozkladom ako doteraz. V rozklade (21!)° sa budi nachadzat len prvocisla
mensie alebo rovné 21, konkrétne teda 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 a 19. Cislo 11 uz mame vyskiSané, ostava
teda overit este tie zvysné.

Medzi &slami od 1 do 100 sa nachadza 50 nasobkov dvojky, 25 nasobkov 22, 12 nasobkov 23, 6
nasobkov 2%, 3 nasobky 2°, no a napokon jediny nasobok 2°. V rozklade &isla 100! sa teda bude
nachadzat mocnina 200+25+12+6+3+1) — 997 "\ &islach od 1 do 21 je 10 nasobkov 2, 5 nasobkov 22,
2 nasobky 23 a jediny nasobok 2¢. Vyraz 21! teda v rozklade obsahuje mocninu 2'8. Z toho vyplyva,
7e vyraz (n!)® obsahuje mocninu 2. Z mocnin 2 teda nevyplyva, Ze vyraz zo zadania nebude celym
¢islom.

Analogicky overime aj zvy$né prvocisla. V tabulke vidime, aké mocniny sa nachadzaju vo vyrazoch
100! a (211)5.

100! | (2115
2 297 290
3 348 345
5 524 520
7 716 715
1] 11° | 11°
13| 137 | 13°
17| 17 | 17
19| 19° | 19°

Kedze pre Ziadne prvocislo sa v menovateli zlomku zo zadania nenachéidza vicSia mocnina ako
v Citateli, vieme, Ze n = 21 je najvacsia hodnota n, pre ktord bude zadany zlomok celociselny.



Uloha 2.8: Pre kladné celé ¢islo n ozna¢me p(n) stuéin vetkych jeho nenulovych cifier. Uréte hodnotu
p(1) +p(2) + ... 4+ p(999).

Vysledok: 463 — 1

RieSenie: Na zaciatok neberme do tivahy podmienku, Ze chceme iba sic¢in nenulovych cifier, a podme
sa pozriet, ako by sme to vyjadrili bez nej. Cisla 1 az 999 si predstavme vSetko ako trojciferné ¢isla,

kde pripadne pridame spravny pocet nil na zaciatok. Potom by celkovy stcet sucinov cifier vyzeral
nasledovne:

0-0-140-0-24...9-9-9=0+1+---+9)0+1+---+9)(0+1+---+9) —(0-0-0)
=04+142+3+4+5+6+7+8+9)>—(0-0-0)
Prvia rovnost si vieme predstavit, ze plati vdaka tomu, ako pri roznésobovani zéatvoriek vzniknu

vSetky mozné trojkombinacie, a teda vSetky ¢isla od 001 po 999. NavySe uz len odratame moznost
0-0-0, ktoré pri roznasobovani zatvoriek vznikne, ale my sme ju nechceli brat do tvahy.

Teraz sa vratme k podmienke, Ze p(n) je stcin iba nenulovych cifier. To mézeme vyriesit tak, ze
v naSom vyraze nahradime 0 za 1. Plati to preto, lebo ignorovat pri sti¢ine cifier v8etky nulové cifry
je to isté ako ich v stcine nechat a nahradit ich za 1, nijak dany stc¢in neovplyvnia. Preto plati:

p(1)+p2)+...+p(999) = (1+1+2+3+4+5+6+7+8+9)°—(1-1-1) =46 -1

Uloha 2.9: Dany je trojuholnik ABC' a bod D na strane BC. Aka je velkost tsecky AD, ak uhly
CAD a DAB majua velkost 60 stupiiov, velkost tsecky AC' je 2 a velkost usecky AB je 67

Vysledok: 3/2

RieSenie: Do obrazku si dokreslime kruznicu opisant trojuholniku ABC' a jej druhy priese¢nik
s priamkou AD (ozna¢me ho X).

X

Uhly DAB a CAD su zo zadania rovnaké, a preto je priamka AD osou vnatorného uhla pri vrchole

A.

Vseobecne, o osi vnutorného uhla v l'ubovolnom trojuholniku plati, Ze pretina kruznicu jemu opisant
v strede oblika medzi vrcholmi protilahlej strany (tento bod sa nazyva aj Svrékov bod).

V nasej tlohe to znamena, ze X je stred obliku medzi bodmi B a C. Plati preto |BX| = |CX].
Zaroven, kedze je Stvoruholnik ABXC' tetivovy a uhol BAC ma 120°, tak uhol BXC bude mat 60°.
Trojuholnik BC'X teda bude rovnostranny.



O osi vnutorného uhla v trojuholniku zaroven plati, Ze deli protilahla stranu v tom istom pomere,
v akom su dlzky zvysnych dvoch stran trojuholnika. Podla zadania vieme, ze |AB| : |AC| =1 : 3,
teda aj |BD|: |DC| =1: 3.

Preto, ak si ozna¢ime dlzku BD ako x, tak |[DC| = 3z a |BX| = |CX| = |BC| = 4x.
Vsimnime si teraz, Ze trojuholniky ADC a ABX st podobné podla vety uu, lebo uhly CAD a DAB
st zo zadania rovnaké a takisto, uhly DCA a BX A st rovnako velké, lebo st to obvodové uhly v
tetivovom Stvoruholniku ABXC nad tetivou AB. Z tejto podobnosti dostdavame rovnost:

|AD| |DC| 3z 3

|AB|  |BX| 4x 4
Zo zadania vieme, ze |AB| = 2, a teda |AD| =3/4-2=3/2.

Uloha 2.10: Rovinou je vedeny rez, ktory zasiahol prave tie body, ktorych suradnice z, y splhaja
23 + 12y — 2ay? — y® — 322 4 3y? = 0. Tento rez rozdeli rovinu na niekol'ko ¢asti, z ktorych iba jedna
ma konecny obsah. Vypocitajte tento obsah.

Vysledok: 3

RieSenie: Zadani rovnost rozlozime na su¢in. To mdze byt uzito¢né uz tak z principu a v tomto
konkrétnom pripade nam moéze pomdct napriklad pozorovanie, ze Cleny, ktorych koeficienty sa liSia
len znamienkom, (st ich tri jednozna¢né pary) maju vzdy v jednom z? a v druhom y?.

(2 —y*)2r —y —3) =0
(z+y)(z—y)(2x—y—-3)=0

Zasiahnuté body su teda prave tie, pre ktoré aspon jedna zo zatvoriek je nulova. Inymi slovami,
mnozina zasiahnutych bodov je zjednotenim troch mnozin, ktoré dostaneme ako mnoziny korenov
jednotlivych zatvoriek. KedZe v kazdej zatvorke je linearny polyném premennych x a y, rovnost nuly
a ktorejkol'vek zatvorky je rovnica priamky, a teda rez mé podobu zjednotenia troch priamok.

Priamky ur¢ené rovnicami x +y = 0, z — y = 0 a 2z + y = 3 st navzajom roéznobezné (koeficienty
pri z a pri y st v roznych pomeroch) a nemaji spolo¢ny bod (prvé dve prechadzaju pociatkom,
tretia nie), ¢ize rovinu delime na trojuholnik a Sest neobmedzenych ¢asti a tlohou je vypocitat obsah
trojuholnika. Ako riesenia dvojic linearnych rovnic s dvomi nezndmymi najdeme vrcholy trojuholnika
- (0,0), (3,-3) a (1,1) v tvare (z,y). Priamky x +y = 0 a x —y = 0 st na seba kolmé, takze obsah
trojuholnika vypoé&itame pomocou dlzok odvesien:

S VB0 (B0 T =0+ (1= 0 = 5 VI§ VI =3

Uloha 2.11: Néjdite vietky kladné celé &isla n, pre ktoré plati n = 11111 - ¢(n), kde ¢(n) je ciferny
sucet n.

Vysledok: 499995

Riesenie: Funkcia ¢ (ciferny stucet) zachovava zvysok po deleni deviatimi. Teda ¢(n) déava rovnaky
zvysok po deleni deviatimi ako n, ¢o je 11111 - ¢(n). Rozdiel tychto dvoch ¢isel — 11110 - ¢(n) — preto
musi byt delitelny deviatimi. Kedze vSak 11110 je nestdelitelné s deviatimi, ¢(n) musi byt delitelné
deviatimi. Nech teraz k je také kladné celé ¢islo, ze ¢(n) = 9k, a teda n = 11111 - ¢(n) = 99999%.

Pre kazdé kladné celé k najmensie kladné celé ¢islo s cifernym stctom 9k je ¢islo zapisané k deviatkami
bez akychkol'vek inych cifier, to jest ¢islo 10* — 1. Preto 10¥ —1 < n = 99999k. Vsetky rieSenia potom
musia spfﬁat’ nerovnost 10F < 99999k + 1 < 99999k + k = 100000k. LenZe pre k > 6 dokadZeme
indukciou, Ze 10* > 100000k: Pre k = 6 dostaneme platnii nerovnost 1000000 > 600000. Potom vzdy,
ked zvysime k o 1, lava strana sa prenasobi 10, ale prava sa prenésobi (k+1)/k = 1+ 1/k, ¢o zacina
na 7/6 a kles4, ¢ize je vzdy mensie ako 10.



V rieSeniach preto musi £ < 6. Dosadime vSetkych péat moznosti:

Ok 99999k ¢(99999k)
9 99999 45
18 199998 45
27 299997 45
36 399996 45
45 499995 45

QU= W N =

Vyhovujt iba tie moznosti, ktoré maju v druhom a vo dtvrtom stlpci to isté (v oboch je ¢(n)), Gize
iba k = 5, ktoré dava n = 499995.

Uloha 2.12: Majme realne &sla a, b, ¢, pricom ¢ # 1. Rovnice 22 +ar+1=0a 2>+ bz +c =0
maji spolo¢ny redlny koreit. Rovnako aj rovnice 22 + 2 +a = 0 a 2% + cx + b = 0 maju spoloény
realny koren. Urcte hodnotu vyrazu a + b+ c.

Vysledok: -3
RieSenie: Oznacme si spolo¢ny koren prvej dvojice rovnic redlnym ¢islom p. Plati teda:

pPPrap+1=0
pPPH+bp+ec=0

Po odcitani druhej rovnice od prvej dostaneme:
(a—bp+1—c=0
(a—bp=c—1

Kedze ¢ # 1, tak prava strana je nenulova, teda rovnako aj lavé, z ¢oho plynie, ze vyraz (a — b) je
nenulovy, teda nim mézeme delit a dostaneme tak:

c—1
= 1
p a—b ()

Spolo¢ny korenn druhej dvojice rovnic si ozna¢me realnym ¢islom ¢. Analogicky prevedme dosadenie
a nésledné vyjadrenie:

¢ +q+a=0
@ +ecqg+b=0
(c=1)g+b—a=0
a—b
q:c—l

Vsimnime si, ze plati vztah ¢ = 1/p.

Kedze je p koretiom rovnice 2% + ax + 1 = 0, musi sa kvadraticky polyném na jej lavej strane dat
rozlozit na stcin zatvoriek ako 22 +axr+1 = (z—p)(z — k1) = 2>+ (—p—k1)z +pky, kde k; je druhym
korenom rovnice. Aby nastala rovnost tychto polynémov, musi platit pk; = 1, z ¢oho k; = 1/p. Dalej,
aby sa rovnali aj koeficienty pri linearnych ¢lenoch, musi platit:



O rovnici 22 + x + a = 0 uZ vieme, Ze méa koretr ¢ = 1/p. Jej lava strana sa teda da rozlozit ako

1 1 k
Prrta=(r—)x—k) =2+ (== — ko)z + —,
(v =)@ = k) (=5 ~h)e+2

kde ks je druhym korefiom rovnice. Aby platila rovnost, musi platit ky/p = a, z ¢oho ko = ap. Aby
nastala rovnost koeficientov pri linearnych ¢lenoch, musi platit:

1
—— —ky=1
p
1
———ap=1
p

Z tejto rovnice si vyjadrime a. Mozeme delit premennou p, kedZe z jej vyjadrenia v rovnici (1) plynie,
ze je nenulova. Dostaneme:

—ap =1+ -
p
1 1
o= —-—— (3)
p p

1 1 1
p p p
1 JR—
]? =P
1=p°
Jediné vyhovujuce p je tak 1. Z rovnice (3) potom plynie a = —2. Z toho po dosadeni do rovnice (1)
dostaneme:
c—1
1=
—2—b
—2—-b=c—-1
b+c=-1

7 ¢oho dostévame sacet a + b+ ¢c = —3.



3. dast

Uloha 3.1: Kol'ko najviac tetromin tvaru L sa da ulozit bez prekryvu do tabulky na obrazku vpravo?

Vysledok: 5

Riesenie: Zafarbime tabulku na obrazku tradi¢nym Sachovnicovym ofarbenim. Vsimnime si, Ze sme
takto dostali 13 tmavych Stvorcéekov, no len 11 svetlych.

Nech umiestnime tetromino do tabulky na I'ubovolni poziciu, vZdy pokryje prave 2 tmavé a 2 svetlé
Stvorceky. Kedze mame dokopy len 11 svetlych Stvoréekov, mozeme teoreticky do tabulky umiestnit
najviac 5 tetromin tvaru L (pretoZe 6 uz pokryje 12 svetlych Stvorcekov).

Sta¢i nam uz len ukazat, Ze 5 tetromin do tabulky vieme uloZit napr. ako na obrazku.




Uloha 3.2: V obchode predavaja trickd, nohavice a mikiny. Jedno tricko a dvoje nohavic stoja
dokopy tolko ako dve mikiny. Sedem nohavic stoji tolko ¢o péat mikin a jeden kus z kazdého by
dokopy stal 64 eur. Kolko eur stoji tricko?

Vysledok: 16

Riesenie: Na zaciatok si pre zjednodusenie oznac¢me tricko T, nohavice N a mikinu M. Teraz po-
mocou toho prepiSme informacie vyplyvajice zo zadania.

T +2N =2M (
TN = 5M
T+N+M=064

A,_\
W N
O = —

Z (1) si moézeme vyjadrit 7" ako T'=2M — 2N.
To vieme dosadit do (2), ¢im ziskame 2M — 2N + N + M = 64, resp. 3M — N = 64.

S dvoma nezndmymi sa teraz dalej nedostaneme. Z (2) si viak vieme vyjadrit N ako N = 2M.
Dosadenim do 3M — N = 64 ziskame:

3M — % = 64
7
16
—M =64
7
16M = 448
M = 28

Kedze uz pozname cenu M, vieme si vyjadrit N pomocou (2) ako:

Na zaver uz len jednoducho dopocitame cenu tricka pomocou (3) ako:

T=64—-—N-M
T =16



Uloha 3.3: Na obrazku vidime obdlznik ABCD. Usetka DF je predizenim strany AD a mé dlzku 2,
tsecka C'F je predlzenim strany BC a ma dizku 1, tsecka CG je predlzenim strany DC a ma dlzku
3 a napokon tsetka BH je predlzenim strany AB a ma dlzku 7. Body E, F, G a H lezia na jednej
priamke. Aky je obsah obdlznika ABCD?

E
\F
D C G
A B H

Vysledok: 4

RieSenie: Uvedomme si na zaciatok, ze AFCG a AEDG su podobné podla vety uu (maju spolo¢ny
uhol pri vrchole G a oba st pravouhlé).

Pre podobné trojuholniky plati, Ze pomer dvojic navzajom prislichajicich si stran je rovnaky. Vieme
povedat, ze kedze |FC| = 1 a |ED| = 2, tak vSetky ich strany buda v pomere 1 : 2. Plati, ze |CG| = 3,
potom |DG| = 6. To tiez znamena, ze |DC| = |AB| = 3.

Dalej si moZeme vSimnuat, ze st zaroveh rovnako podla vety wu podobné aj AEDG a AEAH
(pravouhlé trojuholniky a uhol AHFE je sthlasny s uhlom DGFE).

Z podobnosti AEFAH a AEDG vieme povedat, ze |DG| = 6, |AH| = |AB| + |BH| =3+ 7 = 10,
teda pomer dvojic navzajom prisltchajtcich si stran je 6 : 10, resp. 3 : 5.

|\DG| 3

|AH| 5

Z tejto podobnosti (pamétajme, Ze pomer dvojic navzajom prislichajicich si stran je rovnaky) si
najskor vyjadrime |E'A|, potom |DA| ako |DA| = |EA| — |ED|.

|[ED| 2

|EA]  |EA|

[ED| 2 |DG| 3
|EA| ~ |EA|  JAH| 5

2.5 10
EAj =22 =
3 3

10 4

[DA| = |CB| = |BA| - |ED| = 5 =2 =3

Kedze uz pozname dlzky stran, moézeme spoéitat obsah obdlznika ABCD:

4
Sapcp = |AB|-|BC| =3 = 4.



Uloha 3.4: V sucine 24%-25%-26¢-27%.28¢.297.309 bolo namiesto siedmich exponentov a, b, ¢, d, e, f, g
v nejakom poradi dosadenych sedem c¢isel 1, 2, 3, 5, 8, 10, 11. Najdite najvacsi pocet nual, ktorymi
moze koncit tento sucin.

Vysledok: 32

Riesenie: Pocet nil na konci ¢isla je rovny poctu parov 2 a 5, ktoré sa nachadzaju v prvociselnom
rozklade daného disla.

Pozrime sa teda na prvoéiselné rozklady ¢isel zo zadania: 24 = 23 - 3, 25 = 52, 26 = 2 - 13, 27 = 33,
28 = 22.7, 29 je prvoéislo a napokon 30 = 2-3-5. Prvoéiselny rozklad celého stéinu si vieme vyjadrit
ako 23a+c+23+g . 3a+3d+g . 52b+g .7.13-29.

Najvyssia mocnina 5, ktor vieme dosiahnut je 5% a ziskame ju tak, Ze zvolime b = 11 a g = 10. Je

preto zrejmé, ze vysledny sucin urcite nemoéze koncit na viac ako 32 nil.

Ostéva nam teda overit, ¢i naozaj vieme priradit zvysSné exponenty tak, aby mal vysledny stuc¢in 32
nul.

Stadi len, Ze zvolime a = 8, e = 5 a uz sa v prvociselnom rozklade bude nachédzat asponi mocnina

234 bez ohladu na to, ako priradime zvy$né exponenty. Sucin v zadani teda moze koncit najviac 32
nulami.

Uloha 3.5: Najdite takeé ¢islo, ze ked vynésobite vietky jeho delitele, dostanete 10°°.
Vysledok: 10000

RieSenie: Prvociselny rozklad ¢isla 10°° je 2°0 - 550, Z toho vyplyva, Ze v prvociselnych rozkladoch
vsetkych delitelov ¢isla, ktoré hfadame, si dokopy 50-krat ¢isla 2 a 5. KedZze ich je rovnaky pocet,
bude musiet byt ¢islo, ktoré hladdme, mocninou 10, teda musi byt v tvare 10™.

Vsimnime si, Ze ¢islo 10" moze mat prave n + 1 delitelov, ktoré maju v prvoéiselnom rozklade prave
raz ¢islo 5. Napriklad pre n = 2 by to boli 5, 10, 20, pretoze 2 sa mdze vyskytovat v kazdom deliteli

¢isla 102 najviac 2-krat. To plati aj pre delitele, ktoré maju ¢islo 5 v prvociselnom rozklade 2-krét,
3-krat az po n-krat.

Pocet v8etkych patiek v prvociselnych rozkladoch vSetkych delitelov vieme preto vyjadrit nasledovne:
(n+1)-1+(n+1)-2+---+(n+1)-n. Z prvej vety tohto rieSenia, uz vieme, Ze by tento vyraz mal
byt rovny 50, preto ho mozeme doratat ako rovnicu s nezndmou n:

(n+1)-1+(n+1)-2+---+(n+1)-n=>50
(n+1)-(1+---+n)=50
n-(n+1)

(n+1) - (—5—) =50
n® +2n% +n =100
n=4

TakZe vysledkom je 10%, teda 10000.



Uloha 3.6: Na obrazku st AB a BC strany pravidelného n-uholnika, |[<DAB| = |<BCD| = 80°,
|[<CEA| =70°a |AFE| = |CE| = |DE|. Aka je hodnota n?

Vysledok: 24

Riesenie: Kedze |AE| = |CE| = |DE|, vieme trojuholniku AC'D opisat kruznicu so stredom FE.
Uhol ADC' je obvodovy uhol k stredovému uhlu AEC, a teda ma polovi¢nu velkost
|KAEC|  70°

— =35
2 2

|<ADC| =
V stvoruholniku ABCD je stcet vnatornych uhlov 360°. Pomocou toho doratame uhol pri vrchole B
ako 360° — 35° — 80° — 80° = 165°. To je zaroven aj velkost vnutorného uhla zadaného pravidelného
n-uholnika. Zo vzorca na vypocet velkosti uhla pravidelného n-uholnika vypocitame n:

—2)-180°
-2
n
2) - 180°
16502(71 80
n
n-165° =n - 180° — 360°
n-15° = 360°
n =24

Uloha 3.7: Nech z a y st kladné celé ¢isla spliiajiuce 23 + 210 4 27 = 42, Najdite najmensie
vyhovujtce y.

Vysledok: 160

RieSenie: Pozrime sa najprv na stcet 234219, Ten si vieme upravit ako 23210 +210 = 8.2104. 910 —
9.2 7 tohto tvaru mozeme vidiet, ze /213 4 210 je celé &islo, konkrétne je to 3 - 2% = 96. Vieme
teda, ze y > 96, kedze 2% je urcite vicsie ako 0. Podme sa teraz pozriet na cely stucet.

Upravme si povodny sicet do tvaru 219 - (9 + 27), kde z = x — 10. MdZeme si viimnut, Ze ndm staci
najst z tak, ze 9 4+ 2% bude Stvorec. Tu sa ako rieSenie pontika 25, kde 2% = 16, resp. z = 4 (¢o vieme
dostat umocnenim pytagorejskej trojice 3,4, 5).

Overme este, Ze sa jedna o najmenSie mozné rieSenie. Jediny Stvorec vacsi ako 9 a mensi ako 25 je
16. No v tom pripade by sa 2° muselo rovnat 7, v takom pripade by ale z nebolo celé &islo.

Teraz vieme jednoducho dopocitat najmensie y pomocou najdeného najmensieho = ako

y = V213 4210 4 214 = /25 . 210 = 160.



Uloha 3.8: Uréte realne u tak, aby bol studet prevratenych hodnot rieseni kvadratickej rovnice
najvacsi mozny:

0.

2, 2
~3 =
uzr® + (u )x+u+11

Vysledok: -4

RieSenie: Najprv podla znameho vzorca vyjadrime korene kvadratickej rovnice zo zadania, dosta-
neme:

12 = 2u?
kde D je diskriminant rovnice a ma hodnotu:
4u?
D= (u—3)*—
(=3 =

Vyjadrime si teda stucet prevratenych hodnot nasich korenov a upravujme:
2u? 2u? N ( 1 1 )
+ =2u +
(—u+3)+vD (—u+3)—+VD (—u+3)+vD (—u+3)—+VD

f)alej upravme zlomky na spolo¢ného menovatela a séitajme ich:

2 (~u+3)—VD+(-u+3)+VD
((~u+3)+VD)((~u+3) — VD)

2u

Vsimnime si, Ze vyraz v menovateli odpoveda vzorcu (a + b)(a — b) = a® — b*. Zaroveih vieme s¢itaf
rovnaké ¢leny v ¢itateli a dostaneme tak:

2(—u+3)

2u” -
Y Cur32-D

Dosadme teraz do vyrazu hodnotu diskriminantu:

2(—u+ 3) 2(—u+ 3) 2(—u+3)(u+11)
S v iy o T2 = (mut3)(u+1l)
u+11 u+11

Na8im cielom je teda maximalizovat tento kvadraticky vyraz. To ide niekol’kymi spésobmi, my pou-
Zijeme Upravu na Stvorec:

(—u+3)(u+11) = —u? —8u+33 = —(u+4)* + 16 + 33 = —(u + 4)* + 49

Maximum dosiahneme, ked bude hodnota (u + 4)? ¢o najmensia. KedZe je ale umocnené na druht,
tak nikdy nebude zaporna, teda najmenej bude 0, prave ked u = —4.



Uloha 3.9: Majme obdlznik ABCD s vyznacenymi dlzkami ako na obrazku. Aky je obsah rovno-
beznika FFGH?

D 2 6 C

1
G
5
q F
)
E
1
A 6 2 B

Vysledok: 16/13

Riesenie: Oznacime si postupne body I, J, K a L ako na obrazku.

D 2 J 6 C
1
G K

5

H F
>
E

1

1
A 6 L 2 B

Pre vyjadrenie hladaného obsahu rovnobeznika FFGH budeme teraz vychédzat z toho, Ze jeho
obsah vieme podla obrazka vyjadrit ako Sgray=Sapcp — Sarp — Sscs — Sersr — Spuay. Podme
si postupne vyjadrit v8etky obsahy ktoré pozname:

e Obsah ABCD je 6-8 = 48.

e ANLAD = AJCB (podla vety usu). Kedze st pravouhlé, ich obsah vyjadrime ako 6-6/2 = 18.

e Usecka AK je rovnobezna s tseckou CI, obdobne BJ je rovnobezna s DL (ide o predlZenia
stran rovnobeznika EFGH). Zo zhodnosti ALAE = AJCG a tiez ADHI = ABFK (podla
vety usu) vidime, ze | BF| = |DH| a obdobne |LE| = |JG|. Preto lichobezniky ELBF a GJDH
st zhodné a maju rovnaky obsah (okrem rovnako dlhych stran maju rovnaka vysku). Oznaéme

teda ich obsah ako S.

Teraz obsah FFGH vieme vyjadrit ako Sapecp — Sarp — Spoys —25 =48 — 18— 18 — 25 = 12— 2S.

Pre najdenie S si najskor ozna¢me Sarp ako z a Sgpi ako y.



Najskor si vyjadrime S pomocou z. Plati, ze AABF ~ AALE (podla vety uu) s koeficientom
podobnosti 8/6 = 4/3. Strany aj vysky sa skaluju koeficientom 4/3, pre obsah teda plati:

4\ ? 16
SABF == (g) : SALE = 333

7 obrazka vidime, Ze potom plati

16 7
S:SABF_SALEZEx_xzétT-

Teraz vyjadrime S pomocou y. Najprv predizime tsecky KB a EL a ich prieseénik oznac¢ime M.
IBML = 45°, kedze je stuhlasny s <K BF', teda ABM L je rovnoramenny, pravouhly s odvesnami
o velkosti 2, teda jeho obsah je 2 -2/2 = 2. Vidime, ze podla vety uu je AKEM ~ AKFB
s koeficientom podobnosti 7/5, teda

7\ > 49
SKEM - (_) . SKFB -

5 257"
D 2 J 6 C
1
“ K
5
fa
q 5
i
I
1
A 6 L2 |B
M

Teraz si uz vieme vyjadrit S ako

49 24
S = Skem — Skr — SBML 25?/ Y 251/
Porovnanim vyjadreni pre obsah S dostavame:
7 24
—r=—y— 2.
9"~ 257

Sucasne plati Sypg =x+S+y=z+ gx—ky = %":E—ky a tiez Saprx = 8+5/2 = 20, mame teda:

16

—z +y = 20.

9 Y

Vytvorili sme teda ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych. 7 druhej rovnice si vyjadrime y ako

y=20— %x a dosadime do prvej. Dostavame:

7 24 16 24
— — - —x=-24+—"-20.
0"t 9 T T %
Teraz vyjadrime x s vyuzitim ekvivalentnych tprav ako:
90
=

EE]



Ako sme uviedli vyssie, obsah S vieme vyjadrit podla x ako:

7 70
S = — = —
9" T 13
Konecne teda mozeme vyjadrit hfadany obsah rovnobeznika FFGH podla rovnice uvedenej vyssie
ako:
70 156 — 140 16

—12—9. 27 _ 2
Seran 13 13 13

Uloha 3.10: Na party obc¢as 7 alebo 15 I'udi odide do vedlajsej miestnosti, kde kazdy kazdému
daruje darc¢ek. Vsetci Iudia okrem mna uz v sucte darovali 1994 dar¢ekov. Najmenej kolkokrat som
Sla do vedlajSej miestnosti ja?

Vysledok: 8

RieSenie: Pozrime sa, kolko darcekov sa daruje, ked Tudia odidu do vedlaj$ej miestnosti. Ak ich
odide 7, tak kazdy z nich daruje 6 darc¢ekov, teda dokopy 7-6 = 42. Ak ich odide 15, kazdy daruje 14,
teda dokopy 15 - 14 = 210 = 5 - 42. Obe hodnoty st nésobkom 42, teda aj celkovy pocet darovanych
darcekov je ndsobkom 42.

Najmensi nasobok 42, ktory je aspon 1994 je 2016 = 48 - 42. Aby bol celkovy pocet darcekov 2016,
musela by som ja darovat dokopy 2016 — 1994 = 22 darcekov. Ked odidem do vedlaj$ej miestnosti,

darujem tam bud 6 alebo 14 darc¢ekov. Sucet 22 sa ale nedé zlozit z ¢isel 6 a 14, preto nemohlo byt
dar¢ekov dokopy 2016.

Najbliz§i nasobok 42 vicsi ako 2016 je 2016 + 42 = 2058. Aby bol celkovy pocet darcekov 2058,
musela som ja darovat dokopy 2058 — 1994 = 64 darcekov. 64 sa uz da vyjadrit ako 6 -6 + 2 - 14,
¢o odpoveda tomu, Ze som 8-krat 8la do vedlajSej miestnosti. Inak sa uz ¢islo 64 takymto spésobom
vyjadrit neda, kedZe nie je nasobkom 6, ani 64 — 14 = 50 nie je nésobkom 6, ani 64 — 3 - 14 = 22, ani
64 — 4 - 14 = 8 a vicsie nasobky 14 sa uz do 64 nezmestia.

Ak by sme skumali via¢Sie nasobky 42 ako 2058, stale by som menej ako 8-krat do vedl'ajSej miestnosti
ist nemohla, kedZe potom by som dokopy darovala najviac 7 - 14 = 98 darcekov, teda by vSetkych
darcekov dokopy bolo najviac 1994 + 98 = 2092, ¢o je menej ako najblizsi ndsobok 42, ¢islo 2100.
8 je teda rieSenim tulohy.

Uloha 3.11: Nech P a @ st kvadratické polynomy s koeficientom 1 pri kvadratickych ¢lenoch takeé,
ze P(—1)/Q(—1) = P(1)/Q(1) = 3/2 a Q(6) = 5. Kolko je P(6)?
Vysledok: -10

Riesenie: Pomenujme si zvys$né koeficienty naSich polynémov realnymi ¢islami a, b, k,[ tak, aby
platilo:

P(x) =2+ ax +b
Q(r) = 2> + kx +1

Dosadme do oboch polynémov hodnoty —1 a 1 a napiSme si rovnosti zo zadania:




Obe rovnosti prenasobme tak, aby sme sa zbavili zlomkov, dostaneme:

2—2a+2b=3—-3k+3l
24+ 2a+2b=343k+ 3l

Od¢itanim prvej rovnosti od druhej dostavame vyjadrenie:

da = 6k
2a
— =k 1
- (1
Sc¢itanim oboch rovnosti zase vyjadrenie:
4+4b =6+ 6l
4b—2 =6l
20— 1
— =1 2
- ¢l

Druhé tvrdenie zo zadania nam hovori, ze Q(6) = 5, teda ndm po dosadeni dava rovnost:
36+6k+1=5

Nasim ciefom teraz bude upravit lava stranu tejto rovnosti do vyrazu rovnému hladanému P(6)
Za¢nime dosadenim vyjadreni (1) a (2) a potom dalej upravujme:
2a  2b—1

36+6- =+ =5
Tyt

1084+ 12a+2b—1 =15
92+ 12a+20=0
46 +6a+b=0

36 + 6a + b= —10

Na Tavej strane sme naozaj dostali prave vyjadrenie P(6), preto plati, ze P(6) = —10



Uloha 3.12: Mnozina G obsahuje body s celo¢iselnymi stradnicami (z,%) takymi, ze 3 < |z| < 7
a 3 < |y| < 7. Kolko §tvorcov so stranou dlzky aspon 6 méa vsetky vrcholy v mnozine G7

Vysledok: 225

RieSenie: Zadana mnozina vyzera nasledovne:

Y
° ) ° ° ) T 4 ) ° e ) °
° ° ° ° ° 6 - ° ° ° ° °
o ° ] o ° 5 ) ] o ) °
° ) ° ° ) 4 4 ) ° e ) °
° ° ° ° ) 3 ° ° ° ° °
2 4
1 -
t t t t t t t t t t t t t t T
7 6 -5 4 3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
-1 A
-2 4
° ° ° ° ) -3 ° ° ° ) °
° . ° ° . -4 A [ ° ° . .
) ° [ ) ) ° -5 A ° [ ) () ° °
° ) ° ° ° -6 - ) ° ° ) °
° ° e o ) -7+ ) ) ° ) ]

Vidime, 7Ze sa skladé zo styroch casti, pricom kazda je v inom kvadrante.

V ramci jedného kvadrantu nevieme vytvorit ziadny Stvorec, pretoze najvacsia vzdialenost v jednej

Casti je V42 + 42 = /32 < /36 = 6.

Pozrime sa na nejaky vyhovujici stvorec ABC'D. Nech bod A tohto Stvorca ma suradnice (z,y).
Povedzme, Ze bod B je vzdialeny od A vzdialenost a v smere z-ovej osi a b v smere y-ovej osi, teda
mé sturadnice (z + a,y + b). Néasledne druha strana musi byt na ta prva kolmé, takze bod C je
vzdialeny —b v z-ovom smere a a v y-ovom smere od bodu B. Vysledny bod na opa¢nom konci
uhlopriecky ako A ma teda stradnice (x + a — b,y + b + a). Stred $tvorca vieme najst priemerom
sturadnic bodu A a bodu C"

() 4+ (x+a—10)

S, = 5
a—2>b

S, =z + 5
g _ (y) +(y+b+a)
=

2

b
Sy:y—l—a+

2



Vidime, Ze priese¢nik uhlopriecok je bud celoé¢iselny bod, ak a aj b maju rovnaka paritu, alebo je to
stred malého Stvorceka stradnicovej siete, ak a a b maji réznu paritu.

Uvazujme teda vSetky rozne mozné priesecniky uhloprie¢ok nasho hladaného stvorca ABCD:

Yy
@ o 2 o @
[ ] [ ) [ ) [ )
o o o1 ([ [ ]
[ ] [ ) [ ) [ )

g § AO ® ® T
-2 -1 1 2
[ ] [ ) [ ) [ ]

H G
Fe [ ] @ -1 o @
D
[ ] [ ) [ ) [ )
1
o o @ -2 o o
E

Okrem tych vyznacenych bodmi na obrazku uz dalsie mozné stredy neexistujiu. Keby bola nejaka
stradnica stredu v absolitnej hodnote vicsia ako 2, v opa¢nom smere od bodu (0,0) by musel byt
bod stvorca A vzdialeny od stredu $tvorca viac ako 5, a teda bod C' by v tej istej stiradnici musel byt
od stredu tiez vzdialeny o viac ako 5, ale v opa¢nom smere, a teda v tom smere by mal absolutnu
hodnotu stradnice vacsiu ako 7, teda by nemohol byt z mnoziny G.

Tieto body si vieme rozdelit do 9 kategorii podla vzdialenosti od stredu siradnicovej stustavy a pre
kazdu kategoriu spocitat, kolkym Stvorcom nejaky bod z nej tvori stred. Ostatné body z tej da-
nej vzdialenosti od stredu (0,0) budia stredmi rovnako vela Stvorcov, lebo mnozina G je rotacne
symetrickd podla bodu (0, 0).

e bod A

Nech je bod (0,0) stredom nasho hladaného stvorca a nech nejaky bod (a,b) € G z prvého
kvadrantu je jednym z vrcholov §tvorca. Ostatné body dostaneme oto¢enim tohto bodu o 90°,
180° a 270° okolo bodu (0,0). Tieto body budu (—b,a), (—a, —b), (b, —a). Ak boli ¢isla a aj
b z rozmedzia od 3 do 7, tak aj ostatné vrcholy buda v prislusnych kvadrantoch v spravnom
rozmedzi, a teda aj v mnozine G. Pre kazdy vrchol z G z prvého kvadrantu teda bod (0,0)
tvori stred prave jedného stvorca. Dokopy teda bod A tvori okolo seba 25 $tvorcov.



e kategoria B (4 body) Zoberme body z prvého kvadrantu a zistime, kam sa zobrazia po
rotaciach o 90°, 180° a 270°:

T

Vidime, Ze len 9 bodov po rotaciach zostane stdle v mnozine G. Body s x-ovou stiradnicou 6
alebo 7 sa po rotacii o 180° zobrazia vlavo od mnoziny G, body so siradnicou y-ovou 3 sa
zobrazia pri otoceni o 270° na body s x-ovou sturadnicou 2, teda mimo mnoziny G. Podobne sa
body s x-ovou sturadnicou 7 zobrazia mimo mnoziny G pri otoceni o 90 stupnov. Zostane len 9
bodov, ktoré mézu tvorit stvorec a kazdy z nich aj Stvorec so stredom v bode (—1,0) vytvori.

KedZze mnozina G je symetricka vzhladom ku $tyrom kvadrantom, tak body (0, —1),(1,0) aj
(0,1) st tiez stredmi deviatich réznych Stvorcov.

e kategoria C' (4 body)

Ked sa zobrazi podobne ako v predchadzajucom odseku $tvorec v prvom kvadrante podla
stredu rotéacie (—2,0), tak vidime, Ze pri rotécii o 180° sa zobrazi na Stvorec s rohmi (—5, —3)
a (=9, —7), teda jediné body, ¢o mézu tvorit z prvého kvadrantu $tvorec, si body od (3,3) do
(3,7), ktoré nasledne osekaji, podobne ako v B-¢ku, rotéacie o 90° a 270°. Zostane teda jediny
bod (3,5), ktory bude tvorit s inymi bodmi $tvorec so stredom v bode C.

e kategoria G (4 body) Stvorec s rohmi (3,3) a (7,7) sa zobrazi podla otocenia podla stredu G
0 180° na Stvorec s rohmi (—4, —4) a (—8, —8). Teda okrajové body s aspofi jednou stradnicou
7 sa zobrazia mimo mnoziny G. Ostatnych 16 bodov z prvého kvadrantu bude tvorit Stvorce,
lebo otocenia o 90° a 270° uz ni¢ neokresaju. Za kazdy z bodov tejto kategorie bude moct
existovat 16 Stvorcov s prislusnym stredom.

e kategoéria D (4 body)

Stvorec s rohmi (3, 3) a (7, 7) sa zobrazi podla otocenia podla stredu D o 180° na tvorec s rohmi
(=5, =5) a (=9, —9). Teda okrajové body s aspon jednou suradnicou 6 alebo 7 sa zobrazia mimo
mnoziny (. Otocenia o iné uhly, podobne ako v predoslom pripade, ni¢ neokresu, teda nam
zostane 9 bodov, ktoré budu méct tvorit Stvorec so stredom D.

e kategoria I (4 bodov)

Stvorec s rohmi (3,3) a (7, 7) sa zobrazi podla otodenia podla stredu I o 180° na &tvorec s rohmi
(—6,—6) a (—10,—10), podobne ako v minulom pripade. Zostanti ndm teraz iba 4 body, ktoré
budu tvorit stvorce so stredmi v 1.

e kategoéria F (4 body)

Stvorec s rohmi (3,3) a (7,7) sa zobrazi podla otocenia podla stredu E o 180° na Stvorec
s rohmi (—7,—7) a (—11,—11). Jediny bod, ktory sa teda nezobrazi mimo mnozinu G, bude



teda bod (3, 3), ktory bude spolu s bodmi (-7, 3), (=7, —7) a (3, —=7) bude tvorit jediny Stvorec
so stredom v E.

e kategoria H (8 bodov)

Podobne ako v B-¢ku sa ndm odseknu z réznych stran skoro vSetky okrem 4 potencialnych
Stvoric bodov:

-----

e kategoria F' (8 body) Vyhovuje jediny Stvorec. VSetky ostatné body z prvého kvadrantu sa
zobrazia mimo mnozinu G v aspon jednej rotacii:

)
x
F
Zhrnutie:

A/ B|C|D|E|F|G|H|I

pocet bodov v kategorii 11414141484 | 8] 4
Stvorcov s danym stredom |25 9 | 1| 9 | 1 |1 ]16| 4 | 4

dokopy 25136 |4 364 |8 |64]32]|16

Ked séitame pocty Stvorcov zapisané v Stvrtom riadku, tak zistime, Ze dokopy existuje 225 §tvorcov
v mnozine G, ktoré maju vsetky strany dlzky aspon 6.
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