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1. cast

Uloha 1.0: Aky je sucet ¢isel, ktoré povedal hlasatel ¢asu pocas tohto kola?

Uloha 1.1: Mimi 3la na nakup za 200 eur. Platit chcela len bankovkami s nominalnou hodnotou
200, 100, 50 a 20 eur. Kolkymi spdsobmi méZze nakup zaplatit?

Vysledok: 7

RieSenie: Na zaciatok si hned moézeme vsimnut, Ze najjednoduchsie je, ak Mimi zaplati jednou
200-eurovou bankovkou.
Teraz sa podme pozriet na také moznosti, v ktorych pouzije aspon jednu 100-eurovi bankovku.

V tychto moznostiach mézeme zvysnych 100 eur zaplatit ako 100, 2 - 50 alebo 5 - 20, ¢im ziskame
dalgie 3 moznosti platenia.

Dalej najdime vsetky také moznosti, v ktorych pouzije aspon jednu 50-eurovii bankovku a ziadnu
100-eurovii bankovku. Takéto moznosti st 2, a to 50 -4 a 50 -2 4 20 - 5.

Je jednoduché si uvedomit, ze neexistuje takda moznost, v ktorej by Mimi mohla pouzit neparny
pocet 50-eurovych bankoviek. V takom pripade by totiz zostavajicu sumu (50 alebo 150) nevedela
vyskladat zo zvySnych bankoviek s hodnotami 20 a 100.

Poslednou moznostou je, ak Mimi pouzije len 20-eurové bankovky.

Nakup teda moze zaplatit 1 +3 + 2 4+ 1 = 7 spésobmi.

Uloha 1.2: Ak by Brafio dorazil domov o dve hodiny neskér, ako naozaj prisiel, tak by do polnoci
ostévala len tretina cCasu, ktory by do polnoci ostaval, ak by sa omeskal iba o jednu hodinu. Kedy
prisiel Braiio domov?

Vysledok: 21 : 30

Riesenie: Cas ostavajuci do polnoci, ak by Brano dorazil domov o hodinu neskor, si ozna¢me ako

x. Ak by Brano dorazil domov o dve hodiny neskor, do polnoci by ostavalo uz len %x

KedZe rozdiel medzi tymito prichodmi je 1 hodina a ¢as ostéavajici do polnoci sa pocas nej skratil

) %x, vieme si to takto zapisat:

1 hodina = gx
3
3
T=3 hodiny
x = 1.5 hodiny

Z toho vieme, ze ak by Brano domov dorazil o hodinu neskor, do polnoci by ostévalo 1.5 hodiny, teda
by dorazil o 22 : 30. Preto domov dorazil o 21 : 30.



Uloha 1.3: Uréte obsah sivej ¢asti, ak sa utvar sklada z kruhovych oblikov a strana Stvorca ABC'D
mé dizku 64.

Vysledok: 327 = 1024~
Riesenie: Stvorec ABCD je rozdeleny na 4 mensie zhodné Stvorce, ako vidno na obrazku.

Obsah sivej ¢asti vnutri kazdého z malych Stvorcov vieme vypocitat ako rozdiel obsahu stvrtiny kruhu,
ktorého polomer je polovica strany velkého Stvorca, a obsahu bieleho polkruhu, ktorého priemer je
polovica strany Stvorca.

Mozeme si vSak v8imnut, Ze s kazdym z malych Stvorcov zdiela stranu sivy polkruh, ktory vy¢nieva
z velkého Stvorca. Priemer tohto polkruhu je polovica strany Stvorca, a teda je zhodny s polkruhom,
ktorého obsah sme museli v prvej ¢asti rieSenia odcitat.

Obsah sivej casti v jednom malom $tvorci a sivom polkruhu, ktory s nim susedi, je preto rovnaky
ako obsah $tvrtiny kruhu s polomerom rovnym polovici strany $tvorca. Vypocitame ho ako:

r2.m  322.1

4 4

Vypocitali sme teda obsah sivej ¢asti a susediaceho polkruhu v jednom malom Stvorci. KedZe malé
Stvorceky a polkruhy s nimi susediace st na obrazku 4, obsah celej sivej ¢asti v Gtvare je:

92 .
3 T 392 10247

Iné riesenie:
Uloha sa dala vyriesit aj inak. Sivé oblasti na obrazku moézeme presuntt tak, aby sa nam obsah celej
sivej Casti pocital jednoduchsie.

Vsimnime si, Ze sivé polkruhy, ktoré z velkého Stvorca tréia von, maji polomer rovny polovici jeho
strany. To znamen4, ze majua rovnaky obsah ako biele polkruhy vo vnutri stvorca. Tieto sivé polkruhy
si teda vieme ,presuntt” na miesto bielych (tak, ako je to na obrazku).

Takto nam v kazdom malom Stvorci vznikol sivy Stvrtkruh s rovnakym polomerom 32. Ked si tieto
Stvrtkruhy spravne pootoc¢ime, vytvoria nam jeden velky sivy kruh. Tento kruh ma rovnaky obsah
ako povodné sivé Casti a vieme ho I'ahko vypocitat:

322. 1 =1024 -7



Uloha 1.4: Martin ma modré, zelené a ervené gulocky. Zistil, ze 2 zelené gulocky vazia tolko ako
2 Cervené gulocky spolu s 1 modrou gul6c¢kou, a zaroven zistil, Ze 1 zelena a 1 cervena guldcka spolu
vazia tolko ako 2 modré gulécky. Kolkymi spésobmi vie zo zelenych a cervenych gulocok vybrat
gulocky tak, aby vazili tolko ako 15 modrych guloc¢ok?

Vysledok: 5

RieSenie: Oznacme si hmotnosti gul6cok ako M, Z, C. Zo zadania vieme, Ze:

2 =20+ M
Z+C=2M

Ak si teraz vyjadrime z druhej rovnice M ako ZE€ a nasledne dosadime do prvej rovnice, dostévame:

2
A
27 =2C + ;C

47 =4C+Z+C
3Z =5C

Z tohto vidime, Ze hmotnosti Z,C st v pomere 5 : 3. Z vyjadrenia M = % potom vidime, Ze

celkovy pomer je C: M : Z =3:4:5. 15M dokopy tvori 15 -4 = 60 dielov v tomto pomere. Kazdé
Cervena gulocka tvori 3 diely a kazda zelena tvori 5 dielov. Hmotnost 15M tak vieme z ¢ervenych
a zelenych guldcok vyskladat nasledujucimi sposobmi:

15M =20C'4+0Z =15C+3Z =10C +6Z =5C'+92Z =0C + 127

To je dokopy 5 sposobov.

Uloha 1.5: Najdite vietky stvorice kladnych celych &isel a > b > ¢ > d takych, ze 10! = alblc!d!.
Vysledok: (7,5,3,1)
RiesSenie: Najprv si urobime prvociselny rozklad 10!:

100=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

100 =2%.3".5%.7

KedZe zo zadania vieme, Ze 10! = a!blc!d!, tak prvociselny rozklad a!b!c!d! bude rovnaky ako prvoci-
selny rozklad 10!, a teda a!blcld! = 28 - 3% . 5% . 7.

Najvicsie pouzité prvocislo je 7, takze najmensia mozna hodnota a, ktoré je zo Stvorice najvicsie, je
7. VyskiiSajme tato moznost:

a="17

al=7-6-5-4-3-2-1

al=2%.3".5.7



Cislo b teraz moze byt najviac 6. Overme teda tiito moznost:

b=6
l=6-5-4-3-2-1
bl =24.32.5

Tu v8ak vznikne spor, pretoze alb! = 7!-6! = (24-32.5.7)-(21-32.5) =28 .31.52. 7= 10l To by
totiz znamenalo, Ze ¢isla ¢, d st obe rovné 1, ¢o je v rozpore so zadanim, kedze ¢ > d.

Z toho vyplyva, ze b = 5 (ak by sa rovnalo 4, v prvoéiselnom rozklade su¢inu a!blc!d! by nam chybala
jedna 5). Takze:

=5
bl=5-4-3-2-1
bl=2%.3.5

Teraz zistime, aké hodnoty mozu mat ¢, d:

albleld! =28 .34 .52. 7

7I5cld! = 28 . 3. 5% .7

27.3%.52. 7. cldl =28.3".52. 7
(28-3%.52.7):(27-3%.5%.7) = cld!
cdl'=2-3

To znamené, Ze ¢ musi byt aspon 3, ¢o by znamenalo:

c=3
cd=3-2-1

A teda aby platil prvociselny rozklad d = 1, kedZe 1! = 1. Zaroven ¢ nemoze byt 4 alebo viac, kedZe
v prvociselnom rozklade ostala uz len jedna 2 a 4 =2 - 2.

Jedna Stvorica teda je a =7,b=5,c=3,d = 1.

Overme, ¢i neexistuje eSte ind. Ak by a bolo o 1 vécsie, nastalo by toto:

a=38
al=8-7-6-5-4-3-2-1
al=27-32.5.7

Potom by blcld! = 2-32-5, ¢o uZ nie je mozné, lebo b by stéle muselo mat aspoil hodnotu 5 a 5! > 2-32-5.
Preto existuje iba jedna $tvorica, a to (7,5,3,1).



Uloha 1.6: Pravidelny Sestuholnik MATBOJ a pravidelny osemuholnik BLUDISKO zdielaju
stranu BO a Sestuholnik M AT BOJ lezi v osemuholniku BLUDISKQO. Aky je sucet velkosti uhlov
JSK a LTU?

Vysledok: 127.5°

RieSenie: KedZe je ttvar osovo stumerny podla priamky prechadzajucej stredmi stran BO, AM
a DI, plati: |<T'UL| = |[<JSK]| a |<LTU| = |<KJS|. Ozna¢me uhly TUL a JSK ako « a uhly
LTU a KJS ako (. Nasim cielom je teda zistit hodnotu a + S.

Uhol JOK méa velkost 15°, pretoze jeho velkost je rovné rozdielu velkosti vntutornych uhlov pravidel-
ného osemuholnika a Sestuholnika, teda 135°—120°. Zo zadania vyplyva, Ze osemuholnik a Sestuholnik
maji rovnaké dlzky stran. Vieme teda, ze |OK| = |O.J|, a preto je trojuholnik O K .J rovnoramenny so
zékladitou K J a |[<OJK| = |[<OKJ| = 8212 — 82 5°. Preto pre uhol JK S plati, Ze jeho velkost je
rovné 135° —82.5° = 52.5°. Z toho uz v trojuholniku JK S vyplyva, ze o+ = 180° —52.5° = 127.5°.

I D

O B

Uloha 1.7: Carovné &islo je také 5-ciferné ¢islo, ktorého cifry zlava doprava st postupne jeho zvys-
kami po deleni ¢islami 2, 3, 4, 5, 6. Vypiste vSetky ¢arovné cisla.

Vysledok: 11311
RieSenie: Oznac¢me si ¢arovné &islo ako ABCDE.

Vsimnime si, Ze cifra E jednozna¢ne urcuje cifru A a cifru D. Cifra A totiz reprezentuje zvysok po
deleni 2 a cifra D po deleni 5, pricom delitelnost tymito ¢islami zavisi iba od poslednej cifry. Cifra C
je navyse jednoznac¢ne uréend dvojéislim DE, pretoze delitelnost 4 zavisi od posledného dvojéislia.
Cifra B je tiez urcené cifrou E, pretoze zvySok po deleni 3 je rovnaky ako zvySok po deleni 6, ktory
cifra F reprezentuje. Na najdenie vSetkych moznosti ndm preto stac¢i rozobrat moznosti pre cifru E.

Cifra E nesmie byt parna, pretoze ¢arovné ¢islo musi byt pétciferné a v takom pripade by A = 0.
NavySe musi E reprezentovat zvySok po deleni 6. Ostavaji nam preto 3 moznosti:

e =5

V takom pripade by A =1, D = 0, C' = 1 (pretoze posledné dvojéislie by bolo 05) a B = 2
(pretoze ak zvySok po deleni 6 je 5, tak zvySok po deleni 3 musi byt 2). Ciferny sucet je ale
142414045 =9, ¢o je v rozpore s cifrou B, ktora by podla neho mala byt rovna 0. V tomto
pripade preto nevyjde ziadna moznost.



e =3
Vtedy by A=1, D=3, C =1a B =0. Ciferny sucet je 1 + 0+ 1+ 3+ 3 = 8, ¢o vSak nedava
zvysok 0 po deleni 3, ako predpisuje B. Opét nedostavame ziadnu moznost.

o =1

V tomto pripade bude A=1, D=1, C =3 a B =1. Ciferny stcet 1 +1+3+1+1=7 dava
zvySok 1 po deleni 3, ¢o sedi s cifrou B. Dostavame preto jednu moznost, a to 11311.

Lahko overime, ze ¢slo 11311 splia vietky podmienky zo zadania.

Uloha 1.8: Uréte pocet usporiadanych 2026-tic (aq,aq, ..., a9) vzniknutych zoradenim prvkov
mnoziny {1,2,...,2026} takych, Ze ¢islo

(a1 — 1)(@2 — 2) N ((12026 - 2026)

je neparne.
Vysledok: (1013!)?

RieSenie: Uvedomme si, ze ak by Iubovolna z uvedenych zatvoriek tvaru (a; — b;) mala parnu
hodnotu, bol by aj celkovy st¢in parny. Na to, aby bol sti¢in neparny, nesmie byt ziadna zo zatvoriek
parna. Plati aj opak, ze ak si vSetky zatvorky nepérne, aj sic¢in je neparny.

Zatvorka (a; — b;) ma neparnu hodnotu prave vtedy, ked a; a b; st roznej parity. Kedze su to celé
¢isla od 1 do 2026, celkovo je 2026/2 = 1013 parnych a rovnako 1013 neparnych a;, ale aj b;.

Vsetkych 1013 nepéarnych a; musi byt umiestnenych do 1013 zatvoriek s parnymi b;. a; moze byt
v kazdej z 1013 zatvoriek. Pre kazdé umiestnenie a; moze byt as v kazdej z 1013 —1 = 1012 zvysnych
zatvoriek. Podobne sa pre kazdé dalsie a; pocet zatvoriek, v ktorych moze byt, znizi o 1, a teda
takychto zoradeni existuje 1013 - 1012 - 1011 - - - - - 1. Takéto ¢islo znacime aj 1013!.

Zaroven pre kazdé takéto vyhovujuce zoradenie neparnych a; musi vyhovovat aj zoradenie parnych
a;. Pocet a; je 1013 a nutne musia byt v 1013 zvySnych zatvorkich s prave neparnymi b; a teda ich
je podobne 1013!.

Kazdé priradenie vSetkych a; zatvorkam jednoznacne urcuje ich zoradenie, a teda vSetkych vyhovu-
jucich zoradenf je 1013! - 1013! = (1013!)%.

Uloha 1.9: Nech f je funkcia taka, ze:

flay) ==+

Tri realne ¢isla a, b, ¢ splnaju:

a+b+c=6
1 1 1
-—+-4+-=7
a b ¢

Uréte hodnotu:
f(a,b) + f(b,c) + f(c,a)

Vysledok: 39



RieSenie: Kazdu z funkcii vo vyraze f(a,b)+ f(b, c)+ f(c, a) mdzeme prepisat podla f(z,y) =
Po prepisani dostaneme vyraz:

z Y
y+z'

a b b ¢ ¢ a

— o+ —+—

b a ¢ b a c

Pozrime sa na zvysné dve podmienky, ktoré sme nevyuzili. V druhej podmienke sa vyskytuja hodnoty
a, b a ¢ v menovateloch, teda po vynasobeni prvou podmienkou by sme mali tieto hodnoty v ¢ita-
teloch aj menovateloch jednotlivych vzniknutych zlomkov. To pripomina vyraz, ktory sme dostali
prepisanim sictu funkcii.

Po vynasobeni vyrazov a + b+ c a i + % + % dostaneme vyraz:

a a a b b b ¢ ¢ ¢
e e - o o
a b ¢ a b ¢ a b c

Vieme, zZe stcin tychto vyrazov je 6 - 7 = 42. Po roznasobeni sme dostali tri zlomky, ktoré maja
rovnakt premenni v ¢itateli aj menovateli, teda hodnota kazdého z nich je 1. Po odstraneni tychto
3 zlomkov teda dostaneme takyto vyraz a jeho hodnota je 39.

a b b ¢ ¢
+-4+-F+-4+—-+-
¢c a ¢ a b

a
b

Mozeme si vSimnit, ze sme dostali rovnaky vyraz ako na zaciatku po prepisani sactu funkcii. Hodnota
vyrazu f(a,b) + f(b,c) + f(c,a) je teda 39.

Uloha 1.10: Vo vnutri §tvorca ABCD st zvolené body K a M. Bod M lezi vo vnutri trojuholnika
ABD abod K vo vnutri trojuholnika BMC' tak, ze trojuholniky BAM a DK M st zhodné (|AM| =
|KM|, |BM|=|MD|, |AB| = |KD|) a |[<AMB| = 100°. Urcte velkost uhla K CM.

Vysledok: 35°

RieSenie: Zo zadania vieme, ze |BM| = |M D], ¢o znamend, ze bod M je rovnako vzdialeny od
dvoch protilahlych vrcholov stvorca ABC'D (od vrcholov B a D). Bod M preto lezi na uhlopriecke
AC tohto stvorca (kedze zaroven vieme, ze M lezi vo vnutri Stvorca ABCD, lebo lezi vo vnutri
trojuholnika ABD). Velkost uhla BAM je preto 45°. Velkost uhla ABM vieme potom dopocitat
pomocou trojuholnika ABM ako:

|<ABM| = 180° — |[<BMA| — |[<M AB| = 180° — 100° — 45° = 35°

D C
200 450
35°
35° 35°
K
M
100°
450 350




Trojuholniky ABM a ADM st zhodné podla vety sus, kedze zdielaju stranu AM, tsecky AB a AD
st rovnako dlhé strany stvorca ABCD a |[<BAM| = |[<DAM]| = 45°, lebo AC je uhlopriecka. Z toho
vyplyva, ze |<MDA| = |[<M BA| = 35°.

Kedze st trojuholniky zhodné, plati |[<KDM| = |[<ABM| = 35°. Kedze |[<M DC/| > 45°, tak cely
trojuholnik BMC' lezi v jednej polrovine urc¢enej priamkou DM. Zo zadania vieme, ze bod K lezi
vo vnitri trojuholnika BMC', teda urcite lezi v tej istej polrovine uréenej priamkou DM ako bod C.
To nam umoznuje dopocitat velkost uhla C DK ako:

|<CDK|=90° - |[<MDA| — |[<KDM]| = 90° — 35° — 35° = 20°

Dalej zo zhodnosti zo zadania vyplyva, Ze tsetka DK ma rovnaka dlzku ako strana stvorca ABCD.

Trojuholnik KCD je teda rovnoramenny so zakladiiou K C'. Jeho vnutorny uhol KCD vieme preto

dopocitat ako:

180° — |<CDK|  180° — 20°
2 B 2

Kedze vieme aj |[<MCD| = 45° (pretoze M lezi na uhlopriecke AC'), moézeme ur¢it velkost uhla

KCM ako:

|<KCD| = = 80°

|<KCM| = |<KCD|— |<MCD| = 80° — 45° = 35°

Uloha 1.11: Uréte pocet usporiadanych trojic (a, b, c) nezapornych celych ¢isel spliajtcich rovnost:

ab+bc+ca=2(a+b+c)

Vysledok: 17

RieSenie: Viimnime si, Ze ak vyhovuje usporiadana trojica (a, b, ¢), vyhovuje aj kazda dalsia per-
mutéacia tychto troch prvkov. Preto mozeme predpokladat, ze a > b > ¢ a nakoniec len zapocitame
vSetky iné permutacie kazdého riesenia.

Ak je ¢ > 2, potom plati ab > 2a, bc > 2b a ca > 2c¢, teda celd prava strana je menSia ako ta lava
a rovnost nikdy nenastane.

Ak ¢ = 2, tak dostavame ab + 2b + 2a = 2a + 2b + 4, teda ab = 4. KedZe plati a > b > 2, tak nutne
a = b =2 a dostavame jedno rieSenie, a to (a,b,c) = (2,2,2).

Ak ¢ = 1, tak dostavame ab+ b+ a = 2a+ 2b+ 2, ¢o vieme upravit na ab—a —b = 2. Na lavej strane
si vieme v8imnut, Ze je tam takmer sucin (a — 1)(b — 1), chyba nam v8ak este 1. Pripoc¢itame teda
1 k obom strandm a dostaneme (a — 1)(b — 1) = 3. Kedze sa 3 da zapisat ako stucin dvoch celych
¢isel, ktoré su vicsie alebo rovné —1 iba jednym sposobom (1 -3) a plati @ > b, tak nutne a — 1 = 3
ab—1=1,¢ize a =4 ab = 2. Dostavame tak jedno neusporiadané riesenie (a,b,c) = (4,2,1),
z ktorého, kedze ma vsetky hodnoty rozne, dostaneme 6 usporiadanych rieseni, ktorymi budua vetky
permutécie trojice (4,2, 1).

Ak ¢ = 0, tak dostavame ab = 2a+2b. Z toho podobnou upravou ako v predoslom pripade dostaneme
(a—2)(b—2) = 4. Potrebujeme teda zapisat ¢islo 4 ako su¢in dvoch celych ¢isel vacsich alebo rovnych
—2. Na to mame tri moznosti:

e 2.2 Potom a = b= 4.7 trojice (4,4,0) dostaneme 3 usporiadané rieenia.
e 1-4. Potom a =6 a b= 3. Z trojice (6,3,0) dostaneme 6 usporiadanych rieseni.

e (—2)-(—2). Potom a = b =0 a mame jednu usporiadant trojicu (0,0, 0).

Dohromady tak dostavame 146+ 3+ 6+ 1 = 17 usporiadanych trojic (a, b, ¢), ktoré splhajt rovnost
70 zadania.



Uloha 1.12: Pato a Taly hraju hru. Striedavo hadzu klasickou Seststennou hracou kockou, az kym
niekto nevyhra. Ak niekedy nastane situacia, ze padlo ¢islo od 1 do 3 vratane a nasledne ¢islo 1
alebo 2, vyhra Pato. Ak zase dvakrat po sebe padne ¢islo od 4 do 6 vratane, tak vyhra Taly. Aka je
pravdepodobnost, ze vyhra Pato?

Vysledok: %
Riesenie: Nech p;_3 je pravdepodobnost, ze Pato vyhra, ak ako posledné padlo ¢islo od 1 do 3

vratane a eSte nevyhral a py_g je pravdepodobnost, ze Pato vyhra, ak ako posledné padlo ¢islo od 4
do 6 vratane a Taly este nevyhrala.

Zistime najprv, kolko je ps_¢. Je pravdepodobnost 1/2, Ze opét padne ¢islo od 4 do 6 a Pato hned
prehré. Vyhovuje nam preto len druhéd moznost, teda ze padne ¢islo od 1 do 3, na ktoru je tiez
pravdepodobnost 1/2. Po tomto hode mé Pato pravdepodobnost p;_3, Zze vyhra, preto:

1

Pa—6 = 517173

Teraz sa pozrime na p;_3. Ak padlo ako posledné ¢islo od 1 do 3, mézu nastat tieto pripady:

e Padne ¢islo 1 alebo 2 — na tuto moznost je pravdepodobnost 1/3 a Pato okamzite vyhra.

e Padne ¢islo 3 — na tato moznost je pravdepodobnost 1/6 a dostaneme sa do uplne rovnakého
stavu. Pravdepodobnost, Ze v tomto stave vyhra Pato, je teda opat p;_s.

e Padne ¢islo od 4 do 6 — na tato moznost je pravdepodobnost 1/2 a Pato v nej vyhra s pravde-
podobnostou py_g.

Spojenim tychto troch pripadov tak vieme, Ze:
1 1 1

p1-3 = 3 + apl—s + §P4—6

Tym dostavame sistavu dvoch rovnic o dvoch neznamych:

1
Pi-6 = 5291—3
1 1 1
P13 =3 + gP1-3 + oPa-6
Dosadenim prvej rovnice do druhej a postupnymi tpravami dostaneme:
1 1 1
P13 =3 + gP1-3 + 1P
7 1
Eplfi% —3
4
P1-3 = -
Potom z prvej rovnice vieme, zZe:
Pi—6 = %p13 = ;

Teraz uz nam zostava len vyjadrit pravdepodobnost, ze Pato vyhra pred prvym hodom kocky. Je
pravdepodobnost 1/2, ze padne ¢islo od 1 do 3 a taktiez pravdepodobnost 1/2, ze padne ¢islo od 4
do 6. KedZe sme vyjadrili pravdepodobnosti na vyhru v oboch pripadoch, tak pravdepodobnost, Ze
Pato vyhra, je:

1 1

2
oP1-3 + oP1-6 = = +

3
7

~J|



2. cast

Uloha 2.1: Pred vecerou na kuchynskom stole lezi niekolko lyzic, vidli¢iek a nozov, dokopy 10 kusov.
Deti jedia veceru lyZicou a dospeli vidlickou a nozom zaroven. Kolko roznych poctov deti moze byt
pri stole, ak kazdy dostal svoj pribor a v8etky pribory boli rozdané? (Na veceri moze byt aj 0 deti
alebo 0 dospelych.)

Vysledok: 6

RieSenie: Dospelych moze byt najviac 5, pretoze ak si kazdy z nich zoberie vidlicku a néz, na
stole nezostane Ziadny dalsi kus priboru. Ak chceme jedného dospelého nahradit detmi, namiesto
jednej vidlicky a jedného noza musia na stél pribudnut dve lyzice, ktoré dostanu dve deti. Kazdého
dospelého vieme takto nahradit dvoma detmi, aby sme dodrzali podmienky zo zadania. Ich pocet
bude preto vzdy parny. Mozné pocty dospelych a deti st teda tieto:

e 5 dospelych, 0 deti;

4 dospeli, 2 deti;

3 dospeli, 4 deti;

2 dospeli, 6 deti;

1 dospely, 8 deti;

e ( dospelych, 10 deti.

Pocet deti mdze mat 6 réznych hodnot.

Uloha 2.2: Je dany obdlznik. Keby sme jeden z jeho rozmerov zvidsili o 8, jeho obsah by sa zvicsil
0 24. Keby sme vSak o 8 zvicsili jeho druhy rozmer, jeho obsah by sa zvacsil o 56. Aky je obsah
daného obdlznika?

Vysledok: 21

RieSenie: Rozmery daného obdlZnika si moZeme oznadit ako a a b. Jeho obsah teda vypoécitame ako
S=ua-b.

Zo zadania vieme, Ze ked zvacsime jeden z rozmerov obdlZznika (bez ujmy na vSeobecnosti to moze
byt rozmer a), obsah obdlznika sa zvacsi o 24. Rovnicou to zapiSeme takto:

(a+8)b=S+24
Po roznésobeni zatvorky dostaneme:
ab+8b =5+ 24

Mozeme si vSimnit, Ze sa v rovnici nachadza sucin a - b, o ktorom sme si uz na zaciatku rieSenia
povedali, Ze predstavuje obsah obdlznika S.

S+8=5+24

Od oboch stran rovnice odéitame S:



Zistili sme teda velkost jedného z rozmerov obdlznika. Rovnakym postupom mézeme zistit aj druhy
rozmer:

alb+8) = S + 56
ab+ 8a = S + 56

S+8x=S5+56
8a = 56
a="7

Rozmery obdlznika st 7 a 3 a jeho obsah je 7-3 = 21.

Uloha 2.3: Majme kladné celé ¢isla a, b, ¢ s nasledujtucimi vlastnostami:

e a<b<uec,
e a, b, ¢ su prvocisla,
e sucet Cisel a, b, ¢ je 42,

e sucet rozdielov ¢ —a, ¢ — b a b — a je tiez 42.

AK4 je hodnota cisla b?
Vysledok: 17

RieSenie: Upravme si rovnost pre stucet rozdielov zo zadania:

(c—a)+(c—=b)+ (b—a) =42
2c — 2a =42
c—a=21

Vsimnime si, ze aby platila rovnost ¢ — a = 21, potrebujeme od seba odcitat dve prvocisla tak, aby
sme dostali neparny vysledok. Neparny rozdiel dostaneme len vtedy, ak od seba od¢itavame dve ¢isla
roznej parity.

Z toho vyplyva, ze aspon jedno z a,c musi byt parnym ¢islom. Jediné parne prvocislo je 2, ktoré je
zaroven aj najmensim prvocislom, teda sme nasli jedini mozni hodnotu a. Hodnoty ¢, b dopocitame
takto:

c—a=21
c—2=21
c=23
a+b+c=42
24+b+23=42

b=17



Uloha 2.4: Slimak lezie na bleskozvod vysoky 1m a spit. Kazdy def zdola v smere svojej cesty
11 cm a kazda noc sa zoSmykne o 4 cm smerom dole. Vyrazi rano prvého dna a po dosiahnuti vrcholu
sa okamzite vyda na spiato¢nu cestu. Na kolky den sa vrati na zem?

Vysledok: 21.

Riesenie: Pri lezeni hore na bleskozvod slimak spolu za jeden den a jednu noc vylezie 11 cm—4 cm =
7 cm. To znamena, Ze po 13 ditoch a nociach sa ocitne vo vyske 137 cm = 91 cm (pric¢om si uvedomme,
ze pocas lezenia sa nachadzal najvyssie vo vyske 95 cm, na konci predoslého dia, teda este nedosiahol
vrchol bleskozvodu a neotoéil sa).

Na 14. den vylezie najprv 9 cm smerom hore, ¢im dosiahne vrchol a hned sa oto¢i. Potom este zlezie
2cm a pocas 14. noci sa zoSmykne o 4 cm, teda sa na zaciatku 15. dha bude nachadzat vo vyske
100cm — 2cm — 4 cm = 94 cm.

Pri lezeni dole z bleskozvodu slimak spolu za jeden den a jednu noc zlezie 11 cm + 4c¢m = 15 cm. To
znamend, Ze po dalsich 6 diioch a nociach sa ocitne vo vyske 94cm — 6 - 15cm = 4 cm. V nasledujuci
21. den uz teda prekona tieto posledné 4 cm a dorazi do ciela.

Uloha 2.5: Suéin deviatich po sebe iducich kladnych celych ¢isel je delitelny ¢islom 1111. Aké je
najmensia mozné hodnota, ktort méze nadobidat aritmeticky priemer tychto deviatich ¢isel?

Vysledok: 97

RiesSenie: Oznacme sucin zo zadania x. Prvociselny rozklad ¢isla 1111 je 11-101, takze st¢in x musi
obsahovat ¢islo delitelné 11 aj ¢islo delitelné 101. Nasim cielom je néajst najmensiu mozni hodnotu
aritmetického priemeru, takze chceme, aby jednym z deviatich ¢isel bolo prave ¢islo 101 a nie nejaky
jeho vacsi nasobok. Hladame preto devét po sebe iducich &isel, z ktorych jedno je 101 a jedno je
deliteIné 11. Kedze chceme, aby aritmeticky priemer tychto deviatich ¢isel bol ¢o najmensi, bude ¢islo
101 najvacsie z nasej devitice. Dostaneme teda devéticu: 93,94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101. Obsahuje
¢islo 101 aj ¢islo 99, ktoré je delitelné 11, celkovy sucin preto bude delitelny 1111 a aritmeticky
priemer je 97. Mens$iu hodnotu aritmetického priemeru uz dosiahnut nevieme, pretoze nasa devitica
musi obsahovat ¢islo 101.

Uloha 2.6: V pravouhlom trojuholniku ABC maju strany dlzky |AB| = 13, |AC| = 5 a |BC| = 12.
Na strane AB je bod D tak, ze obvody trojuholnikov ACD a BCD sa rovnaji. Aky je obsah
trojuholnika AC'D?

Vysledok: 300/13

Riesenie: Zo zadania vieme, ze Oaacp = Oapcp, ¢0 mozeme rozpisat a upravit takto:

|AC| + |CD| + |AD| = |BC| + |CD| + |BD)|
5+ |CD|+ |AD| =12+ |CD| + |BD)|
5+|AD| =12+ |BD|
|BD| = |AD| -7

Takto sme si vyjadrili |[BD].
Dalej vieme, ze |[AB| = 13 a zaroven |AB| = |AD| + |BD|. Do tejto rovnosti dosadime vyssie
vyjadrené |BD| a rovnost vyrieSime:

|AB| = |AD| + |BD)|
13 = |AD| + |AD| — 7

2| AD| = 20

|AD| = 10



Teraz sa pozrieme na trojuholnik AC'D. Pozname dlzky dvoch jeho stran, no na vypoéitanie jeho
obsahu potrebujeme zistit este dlzku jeho vysky.

Jeho strana AD lezi na strane AB v AABC'. Protilahlym vrcholom k tymto stranam je v oboch
trojuholnikoch bod C'. Preto vyska v AACD na stranu AD je rovnaké ako vyska v AABC na stranu
AB. Vypodéitajme teda dlzku vysky na stranu AB v AABC, &m zistime aj dlzku vysky na stranu
AD v ANACD.

Obsah trojuholnika ABC' vieme vypocitat takto:

|AC||BC|

2
512

2
=30

SaaBc =

Teraz si vieme vyjadrit a dopocitat vysku na stranu AB, oznac¢me si ju ako v:

ABlv
Saapc = | 5 |
13v
30 = —
2
302
13
60
V= —
13

Uz pozname dlzku vysky na stranu AD v trojuholniku AC'D. Obsah tohto trojuholnika teda vypo-
¢itame nasledovne:

|AD|v
2
_ 10- %

2
300

T 13

SAACD =

Uloha 2.7: Do pravouhlého trojuholnika s dlzkami stran 3, 4 a 5 je vpisany Stvorec tak, ze vietky
jeho vrcholy lezia na stranéch trojuholnika, pricom dva z nich lezia na prepone. Aky je obsah stvorca?

Vysledok: (60/37)?



RieSenie: Oznacme si vrcholy trojuholnika A, B a C, kde |AB| =5, |BC| =4 a |C'A| = 3. Vrcholy
vpisaného $tvorca ozna¢me K, L, M, N, pricom body K, L lezia na prepone AB v tomto poradi.

A

B

Dlzku strany vpisaného Stvorca oznac¢me x.
Vsimnime si potom, Ze zndmu dlzku strany AB vieme postupne vyjadrit pomocou x:

Uvedomme si, 7e AAKN ~ AACB, kedze maju spolo¢ny uhol <BAC a pravé uhly <AK N, resp.

<TACB. Z toho vyplyva:
|AK|  |AC|

|KN|  |CB]
Kedze |KN| =z, |AC| = 3 a |CB| = 4, plati:

|AK] _ 3
r 4
]AK|:2:C

Analogicky si uvedomme, ze AMBL ~ NABC, kedZe zdielaju <ABC a pravy uhol <M LB, resp.

<ACB. Z toho vyplyva:
|ILB|  |CB|

ILM| — |CA]
Kedze |LM| =z, |CB| =4, |CA| = 3, plati:

|LB| 4
r 3
4
|LB| = -z
3

Potom plati:

|AK| + |KL|+ |LB| = |AB|

3 4
Zx+x+§x:|AB|
3 4
- +14+= = |AB
<4+ +3>1‘ |AB|

KedZe |AB| = 5:



Obsah vpisaného stvorca K LM N je teda rovny:
(1) -(3)
=+——) ==
241414 37

Uloha 2.8: Aké je najvicsie kladné celé &islo také, 7e kazda jeho cifra okrem prvej a poslednej je
mensia ako aritmeticky priemer jej susednych dvoch cifier?

Vysledok: 96433469

RieSenie: Pozrime sa na tri susedné cifry hladaného ¢isla a ozna¢me ich zlava doprava a, b, c. Plati:

a-+c

b
=7

Ttto nerovnost vieme upravit na 2b < a + ¢ a odéitanim b aj ¢ dostavame a — b > b — c. KedZe tieto
upravy mozeme urobit pre l'ubovolné tri po sebe iduce cifry v hladanom disle, tak plati, Ze rozdiel
kazdych dvoch susednych cifier postupne klesa.

KedZe rozdiely medzi ciframi klesaju, tak sa do istého bodu budu cifry hladaného ¢isla zmenSovat
(rozdiely budu kladné), potom moézeme mat jeden nulovy rozdiel a nasledne sa za¢na opat zvacsovat
(rozdiely budu zaporné). Vzdy n-tu cifru hladaného ¢isla dostaneme ako prvi cifru navysenu o sucet
prvych n — 1 rozdielov. Kedze kazda cifra je od 0 do 9, tak rozdiel najvacsej a najmensej cifry, teda
stucet kladnych rozdielov susednych cifier, je najviac 9. To znamena, Ze mozeme mat najviac 3 kladné
rozdiely, kedze st navzajom rozne, 1 +2+3 <9, ale 1 +2+3+4 > 9.

Analogicky stucet zapornych rozdielov medzi ciframi je najmenej —9, ¢ize moézu byt najviac 3 zaporné
rozdiely. NavysSe mozeme mat este jeden nulovy rozdiel. To znamené, Ze rozdielov moze byt dokopy
najviac 7, ¢ize 8 cifier. Chceme ¢o najvacsiu prvi cifru a zaroven chceme mat zo zaciatku ¢o najmensie
rozdiely, aby bolo vysledné ¢islo ¢o najvacsie. NajlepSie je preto zvolit prvi cifru 9 a kladné rozdiely
3,2,1. To nam déva spolu s nulovym rozdielom prvych 5 cifier 96433. Zaporné rozdiely uz teraz
vedia byt len —1, —2, —3, kedZe nesmieme v sucte presiahnut —6, aby posledné cifra bola najviac 9.
Vysledné ¢islo je potom 96433469.

Uloha 2.9: Rovnice 22 + 2026ax + b = 0 a 2% + 2026br + a = 0, kde a # b, maji spoloény redlny
koren. Aké vsetky hodnoty moéze ich spoloény koren nadobudat?

Vysledok: iba 1/2026

RieSenie: Zo zadania vieme, Ze existuje realne ¢islo, ktoré ked dosadime za x, tak platia obe uvedené
rovnice. Toto ¢islo si oznac¢me x,. Plati teda:

22 4+ 20260z, +b =0
2] +2026bx; +a =0
Ked od prvej z tychto rovnic odéitame druhu, tak dostaneme:

2026ax, — 2026bx; +b—a =0
2026z1(a —b) =a —b

Z podmienky a # b zo zadania vieme, ze a —b # 0. Mozeme preto obe strany rovnice vydelit vyrazom
a — b, pricom dostaneme ekvivalentni rovnicu:

2026z, =1

1= 5026



Zistili sme teda, ze ak ¢islo x; splha obe rovnice zo zadania, tak splha aj xy = ﬁ. Preto je jedina

hodnota, ktori moze nadobudat spolo¢ny koren rovnic zo zadania, prave ﬁ.

1

Pre zaujimavost, tento koren vedia nadobudniit obe rovnice sti¢asne, napr. pre hodnoty a = —1— 555

ab=1.

Uloha 2.10: Kolko je kladnych celych ¢sel n takych, ze
(n+1)°
n + 23

je tiez kladné celé ¢islo?

Vysledok: 4

Riesenie: Pre lahsie vydelenie n 4+ 23 upravme citatel:

(n+1)* n?+2n+1 (n*+23n)+(-23n+2n+1) N —2Iln+1
— = n :
n+ 23 n+ 23 n+ 23 n+ 23

f)alej upravujme:

—21ln+1 (=21n —21-23) 4+ (21-23 +1) 21-23+1
S+ =n+ (=21) + ———.
n+ 23 n—+ 23 n+ 23

Plati 21 - 23 = 483, teda

21-23+1

483 + 1 484
_ _91 _
w23 (24

— o+ (=21 .
v e e

n+ (—21) +

Zo zadania chceme, aby tento vyraz spliial dve podmienky, a to aby bol celé &slo a aby bol kladny.
Aby bol celé ¢islo, musi byt % celé ¢islo. Preto musi ¢islo n + 23 byt kladnym (kedZe n aj 23 su
kladné) delitelom ¢isla 484.

Prvoéiselny rozklad ¢isla 484 je 2-2- 11 - 11, teda delitele (aspon 23) mozu byt

2:2-11=44, 11-11=121, 2-11-11=1242, 2-2-11-11 = 484.

Méame splnent jednu podmienku, ale eSte potrebujeme, aby bol vyraz kladny. Na to si ale stac¢i
vSimnut, Ze vo vyraze

484
n+ 23
st vSetky s¢itance okrem —21 kladné. Avsak aj pre nase najmensie n, ktoré je 44 — 23 = 21, je rozdiel
n + (—21) kladny, a teda pre vSetky nase mozné n bude vyraz naozaj kladny.

n+(—21) +

Vsetky nase n vyhovuju, a teda existuju 4 rieSenia.
Iné rieSenie:
Nech
(n+1)*
n+23
kde £ je kladné celé ¢islo zo zadania. Upravime na tvar

Y

(n+1)% = k(n + 23).

Ak k> n + 1 a vSetky ¢initele na oboch stranach rovnice st kladné (¢o plati), tak

(n+1)? =k(n+23) < (n+1)(n+23),



teda prava strana rovnice bude ostro vacsia ako lava.

Preto nutne k < n + 1, teda k < n. Vieme preto k vyjadrit ako
k=n—1,
kde 0 < i < n je nezaporné celé ¢islo. Dosadme naspéat a upravme:
(n+1)? = (n—1)(n+23)
n®+2n+1=mn*—in+23n — 23i
1=—in+2In—23%
1+ 23i =n(—i+21)

Ak 7 = 21, dostaneme 1 + 23 - 22 = 0, ¢o neplati. Ak ¢ > 21, tak prava strana rovnice bude zaporna
a lava kladna, ¢o je tiez spor. Ostéava nam iba 0 < i < 20. Od tohto bodu by sme mohli vyskusat
vSetky moznosti pre 4, niektoré z nich vSak vieme vyradit.

Ak 7 je delitelné 3, tak aj i — 21, a teda celd prava strana, je delitelna 3. Lava strana by ale mala
zvySok 1 po deleni 3, ¢o je spor. Rovnako vieme oddvodnit, Ze ¢ nie je ndsobkom 7.

Pre ¢ ndm ostali moznosti
i€{1,2,4,5,8,10,11,13,16,17, 19, 20}.

Dostaneme tuto tabulku:

—i4+21 | 14230 | n=1E8

¢ —it2l
1 20 24

2 19 47

4 17 93

5 16 116

8 13 185

10 11 231 21
11 10 254

13 8 300

16 5 369

17 4 392 98
19 2 438 219
20 1 461 461

Ziadne z moznych n nie st rovné 23, teda dostali sme 4 riesenia.

Uloha 2.11: Postupnost je definovana nasledovne:

e a; =1,
° ay, =2,
® a3 = 3,

® 4, =a, 1+ a, o+ a,_3 pre vietky n > 3.

KoTlko existuje neprazdnych podmnozin mnoziny {ai, ..., as}, ktorych siacet prvkov je rovny niekto-
rému Clenu tejto postupnosti (nie nutne patriacemu do mnoziny {ay,...,as})?

Vysledok: 90



RieSenie: Ozna¢me zadant mnozinu M = {aq, ..., as}. Na zaciatok sa pozrieme na to, aké hodnoty
mozu nadobudat sucty prvkov podmnozin N C M.

Dokézeme, Ze sucet ¢lenov postupnosti, kde najvyssi ¢len je ag, je mensi ako ag,o. Potom aj sicet

prvkov Tubovolnej podmnoziny N, kde najvyssi prvok je ax je urcite mensi ako ap,o. Dokazujeme
k k
teda nerovnost Y a, < agro (zapis > a, vyjadruje sacet ¢isel aq,as,...,a,). Nerovnost budeme
n=1 n=1
dokazovat indukciou:

e pre k = 1 dostaneme platnii nerovnost a; < as

k
e pre k-ty clen formulujeme indukény predpoklad > a, < agio

n=1
e pre (k4 1)-vy ¢len dostaneme nerovnost

k+1
E An < Q(k+1)+2
n=1

k
ag+1 + E Qp < Qpy3 = Otz + apy1 + ag

n=1

k
E ap < Qp42 1+ Q.

n=1

V poslednej nerovnosti spoznavame nas indukény predpoklad. Pripoc¢itanim nezaporného ¢lena ay zo-
k
stane nerovnost v platnosti. Tym sme splnili predpoklady matematickej indukcie a tvrdenie > a, <
n=1

aj12 sme dokézali.

Dokazali sme, ze sticet vSetkych ¢lenov postupnosti S, kde najvyssi ¢len je ay, je mensi ako ajo.
Potom urcite plati, Ze siucet prvkov akejkolvek podmnoziny N C M je mensi ako api o, kde N
obsahuje niekolko ¢lenov postupnosti a najvyssi ¢len je ai. V dalSom postupe budeme pouzivat
nerovnost Sy < ag.2, kde bez ujmy na vSeobecnosti mdézeme ako Si oznacovat stucet vSetkych ¢lenov
postupnosti az po a; alebo sucet len vybranych c¢lenov, kde najvyssi ¢len je ai, kedZe nas zaujima
horny odhad mozného suc¢tu prvkov skiimanej podmnoziny.

Z toho vyplyva, ze akdkolvek podmnozina N C M nam da siucet prvkov rovny nanajvys (k+1)-vému
¢lenu postupnosti, ak a; je najvyssi ¢len N. Lahko si rozmyslime, Ze tento sicet je rovny a; prave
vtedy, ked dana podmnozina obsahuje len prvok ax, a v inom pripade je sicet rovny ay 1.

Teraz prejdeme k hl'adaniu konkrétnych podmnozin. Uvazujme mnozinu N C M, ktorej prvky maju
sucet rovny a;.

V takom pripade mame na zaciatok 2 moznosti: q; nie je prvkom N, alebo a; je prvkom N (v takom
pripade je to jediny prvok N a je to jedna z naSich moznosti). V prvom pripade moze byt najvyssi
¢len tejto podmnoziny prvok a;_;.

Pozrime sa na moznost, ked a;_1 ¢ N. V takom pripade by mohol byt najvyssi prvok v N ¢len

postupnosti a;_». Vieme vsak, ze plati S;_o < a; (ako sme dokazali vyssie), ¢o je v spore s nasou
uvodnou tvahou, Ze sucet prvkov N je rovny q;. Ostava nam pripad, ked a;_; € N.

Dalej sa opét pozrime na pripad, ak by platilo a;_» ¢ N. UkaZeme, Ze stucet prvkov N je v takom
pripade ur¢ite mensi ako a;. Stucet prvkov N bude najvacsi mozny, ak bude N obsahovat vsetky ¢leny
postupnosti mensie ako a;_o, teda moze byt najviac:

ap+ -+ ai_a+ a3+ a1 = Sj_a + aj_3 + a1



Uz ale vieme, ze S;_4 < a;_s, teda pre cely sicet prvkov N plati:
Sigtazt+a <aota_z+a=q

Ak teda a;_o ¢ N, sucet prvkov N nikdy nedosiahne hodnotu ;.

Ostava nam teda moznost, kedy v podmnozine N méme oba prvky a;_1 aj a;_o. Podobnu tvahu
mozeme zopakovat pre a;_3, avSsak uz nedostaneme jasny zéver, ze N musi tento ¢len postupnosti
obsahovat. To nam dava 2 moznosti:

e do mnoziny N doplnime prvok a;_3, ¢im dostaneme jednu tplne uréent podmnozinu, ktord
hladame (kedZe stucet jej prvkov je priamo rovny a; podla definicie postupnosti),

e do mnoziny N doplnime niekol’ko prvkov, ktorych sucet je rovny ¢lenu postupnosti a;_s.

Ak vsak teraz oznac¢ime pocet takychto roznych podmnozin N, ktorych sucet prvkov je rovny a; ako
sy, tak dostavame rekurentny vztah

sp =14 813,

kde 1 zohladiuje moznost N = {a;} a s;_3 zohladnuje vSetky moZnosti, kde k prvkom a; 1 a a; o
pridame niekolko prvkov, ktorych sucet je rovny a;_s.

Ukazeme si to na priklade, ked | = 4. Podl'a vztahu dostaneme s, =1+ s, =1+1=2, kde s; =1
je pocet podmnozin M, ktorych sicet prvkov je rovny a;. Takdato podmnozina existuje iba jedna, a
to {a;}. Lahko overime, Ze dostaneme naozaj 2 podmnoziny M, ktoré maju stcet prvkov rovny ay:
{a4} a {CL3, as, al}.

Teraz nam zostéva zistit ¢islo s; pre vSetky [ € {1,...,20} asé¢itat, ¢im ziskame hladany poc¢et rdznych
neprazdnych podmnozin. Zostavime si kratku tabulku, kde si postupne zapiSeme poc¢ty podmnoZin
s;. Pri tvorbe tabulky si musime dat pozor na to, Ze s3 = 2, pretoZe existuju 2 podmnoziny, ktorych
sucet prvkov je rovny az ({as} a {a1,as}). Pre [ > 3 je ¢islo s; plne zadané rekurentnym vztahom.

Ll sis|si=14+s3| I |s-3|si=1+s_3
1 1 8 2 3
2 1 9 3 4
3 2 : :
4 1 2 17 5 6
5 1 2 18 6 7
6 2 3 19 6 7
7 2 3 20 § 7

Vsimnime si, ze ¢isla s, sa opakuju v skupinach po troch (okrem prvej dvojice), pricom pre k = 20
dostaneme posledné z trojice ¢isel 7. Celkovy pocet podmnozin je teda

S=1+14+3-2+34+4+5+6+7)=283.

Doteraz sme vSak rozobrali moznosti, kedy stucet prvkov mnozin bol rovny nanajvys asy. Este vSak
mozeme mat tento stucet prvkov rovny ¢lenu postupnosti, ktory nie je v. M. Vyssie sme dokazali, Ze
Sk < agi2, teda sucet Sy (sucet prvkov podmnoziny, ktorej najvyssi prvok je agy) moze byt nanajvys
rovny as;. Pre [ = 21 dostaneme pocet podmnozin sy; = 8, avSak musime odé¢itat moznost, kedy
je dand podmnozina rovna {as; }, kedze tdto moznost pre nas nie je pripustna. Takto dostaneme 7
dodatoénych moznosti.

Celkovy pocet podmnozin je teda 83 + 7 = 90.



Uloha 2.12: Nech K a L su stredy a g, resp. r polomery zvonka sa dotykajtcich kruznic a M je
ich dotykovy bod. Nech N je priesecnik ich spolo¢nej dotycénice v bode M a niektorej ich vonkajsej
spolo¢nej dotyc¢nice. Vyjadrite obsah trojuholnika KN L pomocou q a r.

Vysledok: (q +r),/qr/2

RiesSenie: Nech () a R st postupne body dotyku kruznic s ich spolo¢nou doty¢nicou vedenou bodom
N.

Ked7ze priamky QR a M N st doty¢nicami kruznic, uhly <K QN, <LRN a <K M N su pravé.

Uvedomme si, ze |[<K NQ| = |</X N M| zo simernosti podla N K alebo zhodnosti AKNQ a AKNM
podla vety ssu. Analogicky |[<LNM| = |<LNR|. Preto:

|<KKNQ| + |[<KNM|+ |<LNM|+ |<LNR| 180°

= 90°
2 2

|<KNM|+ |<LNM| =

To znamené, ze AK LN je pravouhly, pricom M je pata vysky z N na preponu K L. Podl'a Euklidove;j
vety o vyske potom plati:

INM| = ~/|KM|-[ML| = \/qr
Obsah AKLN je teda rovny:

|KL|-INM| (|[KM|+|ML|)-|INM| (q+r)\/qr
2 a 2 N 2




3. dast

Uloha 3.1: V stvorci ABCD je E stred strany AB a F stred strany BC. Obsah trojuholnika BFE
je 2. Aka dlha je strana Stvorca?

Vysledok: 4

RieSenie:

Ozna¢me stranu stvorca ABC'D ako x. VSimnime si, Ze trojuholnik BF'E je pravouhly, pricom jeho
odvesny |BE| a |BF| maju dlzku £, kedZe body E a F st stredmi stran tvorca.

Obsah pravouhlého trojuholnika vo vSeobecnosti vyjadrime ako S = ‘%b, kde a a b st dlzky jeho
odvesien. Po dosadeni do vzorca dostavame:

a-b
S =—
2
L5
2
P
4
16 = 22
r=4
Dlzka strany stvorca ABCD je teda 4.
Iné rieSenie:
D C
¢ F
3
A E B

Pozorny riesitel si moéze vsimniut, Ze trojuholnik BFE zabera presne % obsahu stvorca ABCD. To
vieme, pretoze Sprg = %-S BrGE, Kde G je stred stvorca ABC'D. Do stvorca ABC'D vieme umiestnit
prave 4 mensie Stvorce, ktoré maji stranu 7, pricom jeden z nich je prave BGF'E. Z toho uz vidime,
7e obsah trojuholnika BF'E je % obsahu Stvorca ABCD, teda Sapcp = 8 -2 = 16. Odtial podla
vzorca pre obsah Stvorca dostaneme, ze dlzka strany stvorca ABCD je 4.

Uloha 3.2: Kolko existuje usporiadanych dvojic kladnych celych &isel (a,b) takych, ze a® 4+ b* = 507?
Vysledok: 3

RieSenie:

Cisla a,b mozu byt rovné nanajvys 7, pretoze keby jedno z nich bolo rovné 8, tak by bol stucet
najmenej 65. KedZe a,b st kladné celé ¢isla, vieme, Ze a,b € {1,2,3,4,5,6,7}. Ich druhé mocniny

potom patria do mnoZiny a?,b? € {1,4,9,16,25, 36,49}. Vsimnime si, Ze stucet 50 dostaneme len ako
1449, 49+ 1 a 25 + 25. Tymto moznostiam zodpovedaji usporiadané dvojice (1,7), (7,1) a (5,5).

Zadaniu vyhovuju 3 usporiadané dvojice.



Uloha 3.3: Mame karty s ¢islami od 1 do 50. Kolkymi sposobmi vieme vybrat dve karty tak, aby
rozdiel ¢isel na kartach bol 11 a sicin bol delitelny 57 Na poradi vybranych kariet nezalezi.

Vysledok: 15

RieSenie: Aby bol sucin delitelny 5, musi byt aspon jedno z ¢isel na kartach delitelné 5. Oznac¢me
¢isla na kartéach a a b, pricom a < b.

Vsimnime si, ze ak a dava po deleni 5 zvysok 4, tak b, ktoré je od neho o 11 vicsie, dava po deleni 5
zvy$ok 0, teda je nim delitelné. Aj stcin a-b bude potom delitelny 5. Najmensie takéto a je 4, druhé
najmensie je 9, najvacsie je 39. Mensie, resp. vacsie a byt nemoze, inak by sme nesplnili podmienku
zo zadania, Ze na kartickach su len ¢isla od 1 do 50 (pre a = 41 by bolo b = 55). Vsetky moznosti,
ked a dava po deleni 5 zvySok 4, su 4, 9, 14, 19, 24, 29, 34, 39, ¢o je 8 moznosti.

Pozrime sa teraz na moznosti, ked a je delitelné 5. Najmensie takéto vyhovujtce a je 5, najvacsie
35. Ak by bolo a = 40, potom b = 51, ¢o nesplita podmienku zo zadania. Vietky moznosti, ked a je
delitelné 5, su 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, ¢o je 7 moZnosti.

Spolu teda mame 7 + 8 = 15 moznosti.

Uloha 3.4: V obchode predavaju CD-¢ka za 14, 15, 21 a 28 eur. Ak Evicka kupila CD-¢ka dokopy
za 160 eur, kolko 15-eurovych kiipila?

Vysledok: 6

RieSenie: Vsimnime si, Ze tri z cien CD-¢iek (14,21, 28) su delitelné siedmimi. Celkova cena 160
vSak nie je siedmimi delitelna. Jej zvySok po deleni siedmimi je 6. To znamena, Ze chceme dosiahnut,
aby sucet cien kipenych CD-¢iek mal tiez zvySok 6 po deleni siedmimi.

Pripocitanie cien CD-¢iek s cenami delitelnymi siedmimi tento zvySok nezmeni. Pozrime sa teda
na 15-eurové CD-¢ka. Cislo 15 déva po deleni siedmimi zvysSok 1. Takze ak si Evicka kipi Sest 15-
eurovych CD-¢iek, bude davat sucet cien po deleni siedmimi zvySok 6.

Viac si ich kupit nemohla, kedZe najblizsi pocet, ktory by ndm dal sucet cien so zvysSkom 6 po deleni
7, je 13, a to uz déava sacet 13 - 15 = 195, ¢o je viac ako celkova cena.

Teraz eSte potrebujeme ukazat, Ze naozaj mohla takyto nédkup so Siestimi 15-eurovymi CD-ckami
urobit. Evicka si mohla napriklad kupit dve 14-eurové, dve 21-eurové a Sest 15-eurovych CD-¢iek,
ktoré spolu stoja:

2-14+2-214+6-15=28+90 + 42 = 160

Evicka si kupila Sest 15-eurovych CD-ciek.

Uloha 3.5: Kolkymi sposobmi vieme vybrat niekolko roznych celych ¢isel od 1 do 6 vratane tak,
aby najmensie z vybranych ¢isel bolo delitelné poc¢tom vybranych ¢isel?

Vysledok: 15

Riesenie: Ak vyberieme iba jedno ¢islo, méme 6 moznosti vyberu, kedze 1 deli vSetky ¢isla 1, 2, 3,
4,5, 6.

Ak by sme vybrali dve ¢isla, najmensie vybrané ¢islo by muselo byt parne. Moze to byt 2 alebo 4.
Cislo 6 by to byt nemohlo, kedZe je najvicsie, a teda by sme uz nemohli vybrat druhé, vacsie ¢islo.
Ak by sme teda za najmenSie vybrané ¢islo zvolili 2, mali by sme 4 mozZznosti, ako takuto dvojicu
vytvorit, a to: (2,3),(2,4),(2,5),(2,6). Ak by sme za najmensie vybrané ¢islo zvolili 4, mali by sme
len 2 moznosti, a to: (4,5), (4,6).

Ak by sme vybrali tri ¢isla, najmensie vybraté ¢islo by muselo byt nasobkom 3. St to ¢isla 3 a 6. Cislo
6 vsak opat nemdze byt najmensim vybranym ¢islom, preto sa pozrime na pocet moznosti vyberu,
ak najmensie vybrané ¢islo je 3. Su to trojice (3,4,5), (3,4,6),(3,5,6), teda 3 moznosti.



Ak by sme vybrali $tyri ¢isla, najmensim vybranym ¢islom by mohla byt len 4 ako jediny nasobok
Stvorky v tejto Sestici. Tu v8ak nastava problém, kedZe vicsie ako 4 su v tejto Sestici iba dve ¢isla.
Preto by sme mohli vybrat najviac tri ¢isla, z ktorych by 4 bolo najmensie.

Rovnaky problém by nastal aj pri vybere piatich a Siestich ¢isel. Pocet moznosti vyberu teda je
6+4+2+3=15.

Uloha 3.6: Je dana aritmetickd postupnost (a1, ag,as,...), v ktorej a1 = 10 a aq, = 100. Urcte
hodnotu Gag, -

Vysledok: 820

Riesenie: Ozna¢me diferenciu (rozdiel susednych ¢lenov) tejto aritmetickej postupnosti d. Vieme,
ze Clen ay je rovny aj + d. Pre n-ty ¢len aritmetickej postupnosti plati, ze a, = a1 +d - (n — 1).
TakZe aq, = Ao, +d = ™ +d- (a1 +x —1). Zo zadania vieme, Ze sa to rovna 100. Z tejto rovnice
dopocitame d:
aqqy :a1+d- (a1—|—$—1)
100 = 104+ 10d 4+ d*> — d
0=d*+9d —90
0= (d+15)(d —6)

Tato kvadratickd rovnica mé dve rieSenia, a to 6 a -15. Zo zadania vSak vidime, Ze postupnost musi
byt rasttca, takze d nemoze byt zaporné, preto budeme dalej pokracovat s d = 6.

Teraz nam uz ostéva len dopocitat hodnotu Gag,- Zacneme tym, ze vypocitame hodnotu:
a3:a1+d-(3—1):22

Cize:

Gags = Aagy
Pokracujme vypocitanim hodnoty:

a22:a1+d-(22—1): 136

Cize:

Gag, = A136

Poslednym krokom je vypocitat hodnotu
136 = @1 + d - (136 — 1) = 820

Uloha 3.7: Celé ¢isla od 1 do 60 chceme rozdelit do 30 dvojic. Kolkymi spésobmi to vieme urobit
tak, aby bol rozdiel ¢isel v kazdej dvojici rovnaky?

Vysledok: 8
RieSenie: Mozeme spocitat pocet moznosti tak, Ze sa pozrieme, kolko moznosti sparovania nam
dany rozdiel dava.

Zvolme pevny rozdiel r (kladné celé ¢islo) ¢isel v dvojici a parujme ¢isla postupne od 1 do 60. Postup
v rieSeni si najprv ukdzeme na konkrétnom priklade » = 4 a potom ho rozsirime pre vseobecné r.




Vsimnime si, ze v priklade r = 4 maja ¢isla 1 az 4 iba jeden mozny par, pretoZe nemaju ¢isla
o 4 ,nalavo” (teda mensie) od nich, s ktorymi by sa sparovali. Tiez si mozeme vSimnut, Ze tym sa
sparovali vSetky ¢isla od 5 do 8.

Pre v8eobecny rozdiel » maju takisto vSetky ¢isla k od 1 do r iba jeden mozny pér, a to k + r, ¢im
sa sparovali aj ¢isla od » + 1 do 2r.

Dalej sa v priklade r = 4 pozrieme na ¢isla 9 az 12. Tie v rozmedzi 1 az 60 maju aj mensich susedov,
avSak tie uz boli sparované s ¢islami z rozmedzia 1 az 4. Tymto ¢islam opéat neostava nic¢ iné, len sa
sparovat so svojimi va¢simi susedmi.

Vo v8eobecnosti ¢islam od 2r+1 do 3r ostava iba jeden péar, lebo ¢isla od r+1 do 27 st uz sparované.
Rovnako sa teda sparujua bloky ¢isel 2r + 1 az 3r a 3r + 1 az 4r.

_______________________________________

| |
T

1 2 3 4

5 6 7 8'19 10 11 12/'13 14 15 16'|17 18 19 20{'21 22 23 24! ---

V priklade r = 4 takto pokracujeme dalej, pricom kazdy blok Styroch ¢isel 1 az 4, 9 az 12, 17 aZ
20 a tak dalej (v tvare 8k + 1 az 8k + 4, plna ¢iara) sa jednoznacne spéaruje s celym nasledujicim
blokom $tyroch ¢isel (¢iarkovana ¢iara).

Vo vseobecnosti sa blok (2n — 2)r 4+ 1 az (2n — 1)r, kde n je kladné celé ¢islo, jednoznacne sparuje
s celym nasledujicim blokom ¢isel (2n — 1)r + 1 az (2n)r.

Cislo 60 nevieme sparovat so ziadnym vacsim Cislom a parujeme ¢isla od najmensieho po najvicsie,
preto musi byt v poslednom (¢iarkovanom) bloku. Cislo 60 ma teda tvar (2n)r = 2nr, kde n a r st
kladné celé ¢isla. Dostavame:

60 = 2nr
30 =nr

Rozdiel v pare 7 je teda nejakym delitelom ¢isla 30, a pocet parov blokov (jeden s plnou ¢iarou,
jeden s ¢iarkovanou) ma tvar 2. V nasom priklade déjdeme k problému:

T

60 =2n -4
30=n-4
15/2 =n

¢o nie je celé ¢islo. Naozaj, ak tento pripad vyskusame rucne, ¢islo 56 sa sparuje s ¢islom 52, a teda
¢islo 60 nebude mat pér.

Dokézali sme, 7e kazdy rozdiel r nam bud nedéa péarovanie, alebo nam da jednoznacné pdrovanie
(v kazdom kroku moze mat dané ¢islo iba jeden par), a teda prave jedno parovanie. Pozrime sa, pre
ktoré r toto jednoznacné parovanie existuje.

Z podmienky 30 = nr dostavame, Ze r je delitelom 30. Cislo 30 méa prave 8 delitelov, teda existuje
8 moznych rozdielov v péare ¢isel. A kedZe sme si ukézali, Ze pre dané r je parovanie jednoznacne
urcené, dostavame, 7Ze existuje prave 8 parovani.



Uloha 3.8: Z celych ¢isel od 1 do 37 vratane vyberte dvojicu &sel tak, aby stéin tychto dvoch ¢isel
bol rovny stctu zvysnych 35 cisel.

Vysledok: 21 a 31
RieSenie:
Sucet vsetkych ¢isel od 1 do 37 je

37 - 38

Ked vyberieme dve rozne ¢isla a,b (nech a < b), stcet zvy$nych 35 &isel bude 703 — a — b. Podla
zadania ma platit

ab="T03 —a —b.
Pripocitame a + b + 1 k obom stranam rovnice:
ab+a+b+1="704.
Lavi stranu rovnice vieme rozlozit na suéin zatvoriek:
(a+1)(b+ 1) =T704.

Cislo 704 vieme rozlozit na suéin prvoéisel ako 26-11. Hladame dvojicu delitelov a+1, b+ 1 &sla 704,
pricom plati a+1,b+1 € {2, 3, ...,38}. Jediny vhodny rozklad je 704 = 2232, odkial a = 21,b = 31.

Hladana dvojica ¢isel je (21,31).

Uloha 3.9: V rovnobezniku ABCD pretina os uhla ABC stranu AD v bode P tak, Ze |PD| = 35
a |BP| = |CP| = 42. Uréte dlzku strany AB.

Vysledok: 28

Riesenie:
A P 35 D
2
180° — 204,/'
12 42
ax’
/04\ Q
B C

Zo zadania vieme, ze BP je os uhla <ABC), teda |[<ABP| = |<PBC| = a. Zo zadania dalej vieme,
ze |BP| = |PC|, teda trojuholnik PBC je rovnoramenny a |<BCP| = |<PBC| = a.

Dalej vieme, ze ABCD je rovnobeznik, teda

|<DAB| = 180° — |<ABC| = 180° — (|<ABP| + |<PBC|) = 180° — 2a.

Tym uz mame vyjadrené uhly <PAB = <DAB a <ABP v trojuholniku ABP teda dostavame

|<BPA| = 180° — (|[<PAB| + |<ABP|) = 180° — (a + 180° — 2a) = a.

Mohli sme si tiez vsimnut, ze <BPA a <PBC su striedavé.



Dostali sme, ze |[<ABP| = |<PBC| = |<BPA| = |<BCP)|, teda podla vety uu su trojuholniky
ABP a BCP podobné. Z toho vyplyva:

|BP| |BC]
|AB| ~ |BP| (1)
42% = |BP|* = |AB| - |BC|

Kedze je ABCD rovnobeznik, tak |BC| = |AD| = |AP|+|PD]|. Trojuholnik BPA je rovnoramenny,
lebo |[<ABP| = |<BPA|, teda |AP| = |AB|. Dostéavame

|BC| = |AB| + |PD| = |AB| + 35. (2)
Dosadime (2) do (1) a vyriesime kvadraticka rovnicu:

|AB| - |BC| = |AB| - (|JAB| + 35) = 42°
|AB|? + 35|AB| — 42> =0

AB| = —354 /352 —4-(—422)  —35+/1225+4-1764
—_— I 2 -

2
—354++/8281  —35491
2 N 2

Kladné riesenie mame iba jedno, a to |AB| = 2 = 28.

Uloha 3.10: Mame funkciu f z realnych ¢sel do realnych &isel taki, ze pre vietky realne &isla
okrem 0 a 1 plati:

f@)+ f (i) oy

Aka je hodnota f(3)?
Vysledok: 50
RieSenie:

KedZe rovnica plati pre vSetky realne ¢isla okrem 0 a 1, plati aj pre 3. Preto plati:

Potom podobne pre —% plati:

Zaroven plati:




Preto plati:

Pre % plati:

Zaroven plati:

Preto plati:

+ f(3) =16 (3)

Uvedomme si, ze potom méame 3 linearne rovnice (1), (2) a (3) o 3 neznamych. Vyjadrime teda f(3).

Z (1) vyplyva:
/ (—%) — 72 (3)

/ (;) — 16— /(3)

Z (3) plati:

Teda z (2) vyplyva:

(72— f(3)) + (16 — f(3)) = —12
—2f(3) = —12—-T72—16
2£(3) =12+ 72 4 16
2f(3) = 100
£(3) =50

Lahko vieme overit, Ze vyhovujica funkcia (f(z) = 12 - (-1 + 2+ £1), vid iné rieSenie) naozaj
existuje a je ur¢end jednoznacne, takze hodnota f(3) je naozaj 50.

Iné rieSenie:

Plati:

f)+f (12 ) =20 1)

11—z

Potom podobne pre = plati:

() () - ()




Zéaroven plati:

Preto plati:

Pre ””x;l plati:

Zaroven plati:

Preto plati:

() o= (U0) g

Uvedomme si, Ze potom méame pre kazdé = okrem 0 a 1 tri linedrne rovnice (1), (2) a (3) s troma
neméamymi f(x), f (5£5) a f (554).
Vyjadrime teda f(z). Z (1) vyplyva:

Z (3) vyplyva:

Teda z (2) vyplyva:

r—1

24-x—f(x)—|—24-( )—f(x):24-
24 -

(i)
—2f(x) = (11 )—24-55—24-(9”;1)
)= —24. (1 )+24-x+24-(x;1>

w<>—21< — x;1>

f(x):12-< ! 1+x+x_1)

T — T

Vieme Tahko overit, Ze tato funkcia naozaj vyhovuje podmienkam zo zadania.

Teda f(3) méa hodnotu:

1 3—
f3)=12- (371+3+T> =50



Uloha 3.11: Pre ktoré kladné celé &sla n mensie ako 100 plati, ze n*> +n — 9 je delitelné 101?
Vysledok: 10 a 90

RieSenie: Najprv skiisme pripad, ked je hodnota vyrazu n?+n—9 rovna 101. To nastane pre n = 10,
lebo 102 +10 —9 = 101. Tento vyraz na kladnych celych é&islach stipa, kedze k ¢islu n pripo¢itavame
jeho druht mocninu (ktoré na kladnych celych ¢islach tiez rastie) a od¢itame konstantnu hodnotu.

Pre kazdé n mensie ako 10 by teda bola hodnota vyrazu mensia ako 101. Takyto vyraz by uz mohol
byt delitelny 101 len vtedy, ak by sa rovnal 0 alebo zapornému néasobku 101. Pre n = 1 je hodnota
vyrazu -7, takZe k zdpornym nasobkom 101 sa nedostaneme. Dalej pre n = 2 je hodnota vyrazu -3
a pre n = 3 uz je to 3, ¢ize kladné ¢islo, takze nedostaneme ani nulovii hodnotu. Ostatné n mensie
ako 10 teda nie st rieSeniami.

Moznymi rieSeniami st uz len ¢isla n vacsie ako 10. Zavedme n ako k + 10, kde k je kladné celé ¢islo
mensie ako 90. Dosadenim do vyrazu zo zadania a ipravami dostaneme:
(k+10)* + (k+10) — 9
k* + 20k + 100 + k + 1
k?* 4 21k + 101
k(k+21)+ 101
V tomto vyraze je jednym z ¢lenov 101, teda aby bol cely vyraz delitelny 101, potrebujeme, aby aj

zvysok vyrazu, teda k(k + 21), bol delitelny 101. 101 je prvoéislo a nevieme ho rozdelit na mensie
prvocinitele. Mame teda dve moznosti, ¢o moze byt delitelné ¢islom 101, bud k, alebo k + 21.

e Samotné k nemoze byt delitelné 101, kedZe uvazujeme len kladné celé ¢isla mensie ako 90.

e k+ 21 moze byt delitelné 101 v danom rozmedzi iba vtedy, ak k + 21 = 101, a teda k& = 80.

Oznagili sme si n ako k+ 10 a zistili sme, Ze dalsim rieSenim je k& = 80, a teda n = 90. Hladané ¢isla
st teda 10 a 90.

Uloha 3.12: Nech p(n) je pocet vietkych usporiadanych n-tic nal a jednotiek takych, e sa v nich
nevyskytuju tri po sebe iduce nuly. Urcte p(11).

Vysledok: 927
Riesenie:
Uvazujme vsetky vyhovujice usporiadané k-tice pre nejaké celé ¢islo k£ > 3.

KedZe sa v nich nenachadzaju tri po sebe idtce nuly, v prvej trojici (kedze k > 3 tak existuje) musi
byt aspon jedna 1, a teda existuje prva jednotka. Pozrime sa na pocet takychto k-tic podla polohy
prvej 1:

e Prva 1 sa nachadza na 1. mieste. Teda kazda takato k-tica vyzera ako (1,...).

Uvedomme si potom, Ze po prvej 1 nasleduje ubovolné usporiadané (k—1)-tica z nal a jednotiek
taka, Ze sa v nich nevyskytuju tri nuly vedla seba. Pocet takychto (k —1)-tic je p(k—1), a teda
aj pocet tychto k-tic je p(k — 1).

e Prva 1 sa nachadza na 2. mieste. Teda kazda takato k-tica vyzera ako (0,1,...).

Analogicky po prvej 1 nasleduje l'ubovolna usporiadana vyhovujica (k — 2)-tica, a teda pocet
(k — 2)-tic, a tym aj takychto k-tic, je p(k — 2).



e Prva 1 sa nachadza na 3. mieste. Teda kazda takato k-tica vyzera ako (0,0,1,...).

Analogicky je pocet takychto k-tic p(k — 3).

Tym sme ukazali, ze pre p(n) plati rekurzivne p(n) = p(n — 1) + p(n — 2) + p(n — 3).
Postupne potom vy¢islime p(11):

(0)
(1)
e p(2) = 4, kedze st Styri vyhovujtce 2-tice, a to (0,0), (0,1), (1,0) a (1, 1).
e p(3)=p(0)+p(1)+p2)=1+2+4=T1.
o p(4) =p(1)+p2)+p3)=2+4+7=13.
e p(5) =p(2)+p3)+p4) =4+7+13=24
e p(6) =p(3)+p4)+p)=7+13+24 =44
e p(7) =p(4) + p(5) + p(6) = 13 + 24 + 44 = 81.
o p(8) = p(5) + p(6) + p(7) = 24 + 44 + 81 = 149,
e p(9) =p(6) + p(7) + p(8) = 44 + 81 + 149 = 274.
(
(
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