Kosicky matboj, 26. 10. 2018, 1. cast

1.1. Troch ¢lenov rady Zdruzenia STROM c¢aka hlasovanie o prijati nového ¢lena. Podla stanov sa hlasuje
najprv o tom, kto bude kandidat na prijatie (Zanetka alebo Kristin), a az v druhom kole sa hlasuje, ¢i sa rada
rozsiri alebo nie. Preferencie jednotlivych c¢lenov rady st takéto:

o Janka: Kristin > nikto > Zanetka
o Robo: nikto > Kristin > Zanetka

o Tom4s: Zanetka > Kristin > nikto

Ako dopadne hlasovanie, ak sa vSetci ¢lenovia rady chovaju raciondlne a nikto nepoznd preferencie ostatnych?

1.2. Kolko je trojuholnikov s celoéiselnymi dizkami strén a obvodom 28, ked zhodné trojuholniky zarativame
iba raz?
1.3. Nech z, y st redlne &sla spliiajtce nasledovni nerovnicu:

29«27 Y 5
r+y

Vypodéitajte hodnotu k = x/y ak viete, Ze k je celé ¢islo.

1.4. Papier v tvare kruhu s polomerom 6 rozrezeme na Sest rovnakych kruhovych vysekov. Z kazdého kruhového
vyseku vytvorime plast kuzela bez podstavy. Ak4 je vyska kazdého z kuzelov?

1.5. Nech M je takd mnozina kladnych celych cisel, ze:

e Okrem inych ¢isel, M obsahuje aj ¢islo 2018.
o Aritmeticky priemer ¢isel v mnozine M je 2010.

e Ak z mnoziny M odstranime ¢islo 2018, aritmeticky priemer ¢isel v M sa znizi na 2009.

Aké najvicsie ¢islo moze mnozina M obsahovat?

1.6. Najdite vietky celé &isla o, pre ktoré 2 — 3 deli 2 — 3 (delitelnost myslime celo¢iselnt, ¢ize napr. —2 deli
4). Ako odpoved zadajte stcet vSetkych moznych z.

1.7. Mame nekonecnti postupnost ai,aso, ... kladnych celych ¢isel. Plati, ze a1 + a2 = 28, ag + a4 = —11
a vo vSeobecnosti pre vSetky kladné celé ¢isla n plati, Ze a2 = apy1 — ay. Zistite sicet a1 + aq23 + a1234-

1.8. Nech a,b, ¢ st kladné celé ¢isla také, Ze 3a = ¢® a 5a = b? a zarovell neexistuje Siesta mocnina prvoéisla,
ktora by delila a. Najdite najviac¢siu moznt hodnotu a.

1.9. Najdite vSetky usporiadané trojice redlnych ¢isel (a,b,c), kde a < b < ¢, ktoré spltiaju:

ab+c =6, bc+a =6, ca+b=06.

1.10. Majme trojuholnik ABC' s vnitornymi uhlami pri vrcholoch A, B, C postupne 50°, 60°, 70°. V tomto
trojuholniku zostrojime bod I ako stred vpisanej kruznice a spustime z neho kolmice na vsetky strany trojuhol-
nika. Pty tychto kolmic ozna¢me Ay, By a C (bod A; sa nachddza oproti bodu A, bod B; oproti B a Cy oproti
(). Potom z I spustime kolmice na strany trojuholnika A; B1C} a ich péty vytvoria trojuholnik A BoCy (novy
bod vzdy vznikne na strane oproti pévodnému). Takto budeme postupovat stdle dookola. Aké st vnitorné
uhly v trojuholniku A17B17C177?

1.11. N4jdite vsetky kladné celé ¢isla n také, ze n(n + 16) je druhou mocninou celého ¢isla.

1.12. Kolko reélnych rieSeni mé rovnica x? + 10000|z] = 10000z? Cislo |z] oznacuje dolnti celt Cast redlneho
¢isla x, ¢o je najvicsie celé ¢islo také, ktoré je mensie alebo rovné ¢islu x.
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2.1. Nahradte pismen4 éislicami tak, aby platilo MM5/N5 = 5. Ako odpoved zadajte ¢islo 10N + M.

2.2. Zo skupiny siestich Gc¢astnikov — Adam, Brano, Cyril, Dano, Eva, Fredo — je potrebné vytvorit sitazny tim
s dvoma az Siestimi ¢lenmi. Adam moze ist iba ak pdjde Brano. Ak pojde Cyril, tak nepojde Dano, ani Eva.
Ak po6jde Fredo, Adam nepdjde. Kolkymi spésobmi sa dé zostavit tim tak, aby boli splnené vSetky podmienky?

2.3. Majme pravouhly trojuholnik ABC' s odvesnami AB a AC s velkostami postupne 12 a 5. Na strane AB
zvolime bod S tak, Ze kruznica k so stredom S, prechddzajica bodom A, sa dotyka strany BC' tak, ako je to
znazornené na obrazku. Aké je velkost polomeru kruznice k7

C

2.4. Najdite vSetky prvocisla, ktoré mézeme vyjadrit ako siucet a zaroven aj rozdiel dvoch inych prvocisel.

2.5. Taxikér sa pohybuje po hranéch stvoréekovej siete. Zaéina v bode [0, 0] a ide do bodu [6, 3]. V bodoch [4, 1]
a [3, 2] st dopravné kontroly. Aké je pravdepodobnost, Ze sa kontroldm vyhne, ak v kazdom kroku z krizovatky
[a,b], kde a < 6 a b < 3 s pravdepodobnostou 1/2 zamieri na krizovatku [a + 1, b] a s pravdepodobnostou 1/2 na
krizovatku [a,b + 1] a z ostatnych krizovatiek mieri priamo ku krizovatke [6,3]? Vysledok napiSte ako zlomok
v zédkladnom tvare.

2.6. Majme postupnost kruhov s obsahmi S7, 5o, ..., S2015. Stcet obsahov vsetkych tychto kruhov je 20197
a pre jednotlivé obsahy plati vztah S, 11 = S1 + S,,. Zistite polomer kruhu s obsahom Siggg.

2.7. Kolko existuje usporiadanych stvoric (k,I,m,n) kladnych celych ¢isel takych, ze k + 1+ m +n = 317
2.8. Zistite, aky zvysok dava ¢islo 52° po deleni 26.

2.9. AKk4 je hodnota vyrazu:

1+2\/1+2\/1—|—2\/1+2\/1+...?

2.10. Majme stvorec ABCD a k nemu pripisany pravouhly trojuholnik AQE , priCom strana AD je prepona
a bod E lezi mimo Stvorca ABCD. Vieme, ze |AE| =6, |[ED| = 8. Ak4 je dlzka tisecky EB?

2.11. Majme postupnost dant vztahmi: a1 = 1, agy, = an, a3n = an +1, a4y, = aspy1 +a, — 1. Urcte agoggggggg
(index je zlozeny z deviatich cifier 9).

2.12. Kolko existuje ciest v Stvorcekovej sieti z bodu [0, 0] do bodu [20, 20], ak sa mdzeme hybat len po hrandch
stvordekov doprava a hore a nemozeme sa dostat nad uhlopriecku spdjajicu body [0, 0] a [20,20]?
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3.1. Na obrazku je znézorneny obdlznik ABC'D s obsahom 1 a body E, F postupne na stranich CD, AD také,
ze obsah vysrafovanej Casti je 0,42. Aky obsah ma siva cast?

D E C
F
A B

3.2. N4djdite vsetky také prirodzené dvojciferné ¢isla, pre ktoré plati, Ze si rovné sic¢tu svojej Cislice na mieste
desiatok a druhej mocniny svojej ¢islice na mieste jednotiek.

3.3. Plati, ze kazdé z disel a, b, ¢ je ndhodne vybrané z mnoziny {1,2,3,4,5}. Ak4 je pravdepodobnost, Ze ¢islo
ab + ¢ je neparne? Vysledok zadajte ako zlomok v zdkladnom tvare.

3.4. Nech a je celé &islo a p je prvocislo také, ze je splnend rovnost p+400 = a?. Aky je stidet vSetkych moznych
hodnét, ktoré moze prvocislo p nadobudat?

3.5. Majme Cierny rovnostranny trojuholnik. V jednom kroku rozdelime vsetky trojuholniky na 4 zhodné
rovnostranné trojuholniky a prefarbime stredny trojuholnik — ak bol ten pévodny c¢ierny, tak stred bude biely
a naopak. Aky bude pocet bielych trojuholnikov po Siestom kroku?

3.6. Aké je najvicsie prirodzené ¢islo, ktoré sa nedé zapisat v tvare 42a+ b, kde a, b st kladné celé ¢isla a navyse

.....

3.7. Najdite vSetky redlne cisla a také, Ze rovnica
o=z —|z—|z— 4

méa préave tri rieSenia pre redlnu neznamu z.
3.8. N4jdite vietky usporiadané dvojice kladnych celych &isel (a,b) také, Ze a! + 4! = b2

3.9. Kolkymi sposobmi vieme vyplatit sumu 2018 eur, ak mame k dispozicii neobmedzeny pocet 10, 5 eurovych
bankoviek a 1 eurovych minci?

3.10. Najdite vietky dvojice kladnych celych &isel (a,b), pre ktoré plati a < b a a? + b? = 2018.
3.11. Mame tri kruznice roznych velkosti, ktoré sa po dvojiciach dotykaji a majui spolo¢nt doty¢nicu, ako je

to znézornené na obrazku. Polomer najvacsej z nich je 16 a polomer strednej je 9. Aky polomer mé najmensia
kruznica?

3.12. Nech korene polynému P(x) = 23+ 322 +4x — 11 st redlne &isla a, b, ¢ a korene polynému 3 +rz? + sz +t
st a-+b, b+ c, c+ a. Najdite hodnotu t.



