1. cast

Uloha 1.1: V rade stoji 99 I'udi, z toho 98 klamarov a 1 pravdovravec. Klaméari vzdy klamu a prav-
dovravec vzdy hovori pravdu. Prvy ¢lovek v rade povie: ,,Medzi prvymi 40 [udmi je pravdovravec.
Posledny ¢lovek v rade povie: ,,Medzi poslednymi 40 [udmi je pravdovravec.“ Prostredny (50.) ¢lovek
v rade povie: ,,Ja som pravdovravec.“ Na kolkych réznych pozicidch moze byt pravdovravec?

Uloha 1.2: Majme pravouhly trojuholnik, ktorého dlhsia odvesna ma dizku 24 cm. Dizka tejto dlhse]
odvesny je aritmetickym priemerom zvySnych dvoch dlzok stran. Aky je stcet vSetkych moznych
dlzok, ktoré moze nadobudat kratsia odvesna?

Uloha 1.3: V rovine st dané dve kruznice s polomerom 1 a spoloénym bodom A. Dotyé¢nice k nim
v bode A st na seba kolmé. Ak4 je vzdialenost stredov tychto kruznic?

Uloha 1.4: Martin mé piatich synov, ktori maja postupne 1, 2, 3, 4 a 5 rokov a ziadnemu z nich sa
najblizsie 2 dni nezmeni vek. Na tieto dva dni im chce rozdelit 34 cukrikov. Kazdy vecer zje kazdé
dieta tolko svojich cukrikov, kol'ko mé rokov. Okrem toho da na druhy den rano (teda medzi dvoma
vecermi, kedy deti jedia cukriky) najstarsie dieta najmladsiemu tolko cukrikov, kolko ich vtedy ma
najmladsie dieta. Kolko moZnosti ma Martin na to, ako defom cukriky rozdelit tak, aby kazdé dieta
oba vecery mohlo zjest tolko cukrikov, kolko méa rokov?

Uloha 1.5: Kladné celé ¢islo je roznorodé, ak neobsahuje dve rovnaké cifry a neobsahuje nulu. Najdite
najvacsie prvocislo, ktoré deli bezo zvysku stcet vSetkych roznorodych stvorcifernych kladnych celych
¢isel.

Uloha 1.6: Dany je konvexny Stvoruholnik ABCD s bodom E vnutri strany AB tak, ze plati
|[<ADE| = |<DEC| = |<ECB|. Obsahy trojuholnikov AED a CEB st postupne 18 a 8. Uréte
obsah trojuholnika ECD.

Uloha 1.7: Mame 3 modré, 3 Gervené a 3 zlté kocky. Modré kocky st zaradom oéislované &slami
1, 2, 3. Rovnako st oc¢islované aj Cervené a zlté kocky. 3 kocky tvoria set, ak plati aspon jedna
z nasledujicich podmienok:

e Vsetky maju rovnaka farbu.

e Vsetky maji rovnaké cislo.

e Vsetky maju navzajom rozne farby.
e Vsetky maji navzajom rozne ¢isla.

Chceme postavit vezu z 3 kociek, ktoré tvoria set. Kolkymi sposobmi to vieme urobit?

Uloha 1.8: Funkcia f(z) splha f(3z) = 3f(z) pre vietky realne x. Tiez plati f(z) = 1 — |z — 2| pre
x 7 intervalu [1, 3]. Najdite najmensie kladné x, pre ktoré plati f(x) = f(2022).

Uloha 1.9: Z mnoziny ¢sel {1, 2, ..., 14} chceme vybrat pitéiselnt podmnozinu tak, aby aspoii
dve ¢isla boli po sebe iduce. Kolko takychto roznych podmnoZzin vieme vybrat?

Uloha 1.10: Majme pravouhly trojuholnik s dlzkami odvesien 3 a 4. Dvomi réznymi spésobmi, ako
na obrazku don vpiSeme Stvorec. Stvorec, ktory lezi na odvesnach mé obsah S; a Stvorec, ktory lezi
na prepone ma obsah S5. Uréte pomer obsahov Stvorcov S;:95 ako zlomok v zédkladnom tvare.
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Uloha 1.11: Najdite vietky usporiadané trojice kladnych celych &isel a, b, ¢, pre ktoré plati a > ¢
a ktoré splhaji obe nasledujuce rovnice:

ac+b+c=bc+a+ 66
a+b+c=32

Uloha 1.12: V Strome je 11 muzov a 12 zien. Chceme spomedzi nich vybrat Radu Stromu. Rada
moze mat Tubovolne vela Clenov, ale podmienkou je, Ze pocet Zien bude prave o 1 vacsi ako pocet
muzov. Pocet sposobov, kolkymi vieme vybrat Radu Stromu ozna¢me ako n. Kol'ko réznych delitelov
mé ¢islo n?



2. cast

Uloha 2.1: Kolko existuje trojcifernych ¢isel takych, Ze ich prostredna ¢islica je aritmetickym prie-
merom dvoch krajnych ¢islic?

Uloha 2.2: Michal uklada cukriky na niektoré policka tabulky 3 x 3 (na jednom policku moze byt
aj viac cukrikov). Potom si spocita pocet cukrikov v kazdom zo stlpcov aj riadkov. Chce ich ulozit
tak, aby bol kazdy z tychto Siestich suc¢tov iny. Kolko najmenej cukrikov musi pouZzit?

Uloha 2.3: Do kruznice st vpisané rovnostranny trojuholnik, §tvorec a pravidelny Sestuholnik. Dano

spocital rozdiel medzi obvodom Sestuholnika a Stvorca. Peto spocital rozdiel medzi obvodom Stvorca
a trojuholnika. Stcet ich vysledkov bol 6v/2 — 3v/6. Urcte polomer kruZnice.

Uloha 2.4: Kolko delitelov ¢&sla 20?2 je druhou mocninou celého ¢ésla?

Uloha 2.5: Majme trojuholnik ABC' s uhlom 30° pri vrchole A. Nech S je stred kruznice opisanej
trojuholniku ABC'. Ur¢te pomer obsahu trojuholnika BC'S ku obsahu tejto kruznice.

Uloha 2.6: V rohoch stvorca PQRS so stranou dlzky 6 cm st umiestnené tyri mensie Stvorce
so stranami dlzky 2 cm. Oznac¢me ich vrcholy W, X, Y, Z ako na obrazku. Stvorec ABCD je
zostrojeny tak, ze body W, X, Y, Z lezia vo vniutri jeho stran AB, BC, C'D, DA. Uréte najvacsiu
moznu vzdialenost bodov P a D.
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Uloha 2.7: Erik si chce posadit kvetinkovy rad. Sadi 3 druhy kvetov — fialky, tulipany a pupavy.
Kvety sadi podla nasledujucich pravidiel:

e Dve fialky nesmu byt zasadené hned za sebou.
e Za tulipAnom nesmie nasledovat ni¢ iné ako pupava.

Kolko roznych radov pozostavajicich z 8 kvetov vie Erik vysadit?

Uloha 2.8: Peto mal jednu bankovku, ktorou zaplatil v prvom obchode. Predava¢ mu vak nespravne
vydal, pretoze si poplietol medzi sebou eura a centy (napriklad namiesto 15,35 eura by mu vydal
35,15 eura). Peto si to uvedomil az v druhom obchode, kde platil len 50 centov. Po tomto druhom
nakupe totizto zistil, Ze mu zostalo presne trikrat tolko penazi, kolko mu malo zostat po nékupe
v prvom obchode. Kolko mu spravne malo zostat po nakupe v prvom obchode?

Uloha 2.9: Dany je stvorec. Rozdelime ho n rezmi v podobe priamok na niekolko mnohouholnikov.
AKky je najvacsi mozny sucet vnatornych uhlov vSetkych mnohouholnikov v zavislosti od n?

Uloha 2.10: Majme tvorec ABCD. Vnitri strany BC' je bod E tak, ze |BE| = 36. Vnttri strany
CD je bod F tak, ze |DF| = 64. Usecka AF rozdeluje uhol EAD na polovicu. Aké je dlzka tsecky
AE?

Uloha 2.11: Dany je §tvorec. Rozdelime ho rezmi v podobe priamok na n mnohouholnikov. Aky je
najvacsi mozny sucet vnatornych uhlov vSetkych mnohouholnikov v zavislosti od n?

Uloha 2.12: Najdite najmensie realne ¢islo k také, ze pre vietky realne ¢isla z, y

2¢ + 3y < ky/x? + y2.



3. dast

Uloha 3.1: Kolkymi sposobmi vedia byt celé &sla od —7 do 7 zoradené tak, aby ich absoltatne
hodnoty vo vyslednej postupnosti boli nerastice?

Uloha 3.2: DIzky stran Stvorca na obrazku su 2, polkruznice prechadzaju stredom tvorca a maja
stredy v jeho vrcholoch. Vyznacené kruhy maji stredy na stranéch stvorca a dotykaja sa polkruznic.
Urcte sucet obsahov vsetkych vyznacenych kruhov.

Uloha 3.3: Majme kocku a uvazujme vietky trojuholniky s vrcholmi vo vrcholoch kocky. Kolko
roznych vnutornych uhlov sa v tychto trojuholnikoch objavi?

Uloha 3.4: Najdite sucet vSetkych realnych ¢isel z, ktoré su rieSenim rovnice:

(22 — Ta + 11)@ 130+42) — 1

Uloha 3.5: Majme trojuholnik ABC. V strede BC' je bod N a niekde vo vnutri strany AB je bod
M. AN sa pretina s MC v bode X. Niekde vo vnitri XC' je bod Y. Pozname nasledujtce obsahy:
SAMX = SXNY = S, SNYC = 7, SBMXN = 27. Zistite Vel’kOSf S.

Uloha 3.6: Najdite vietky kladné celé n, pre ktoré plati tato rovnost:

1 1 1 n+1
1—— 1—=)...|1——=) = )
( 22)( 32) ( n2> 2022

Uloha 3.7: Nech f (n) znaci najmensie prvocislo, ktoré deli kladné celé ¢islo n vicsie ako 1. Najdite
vietky rieSenia pre n? + 2f(n) + 1 = (2m + 1)?, kde m, n si kladné celé ¢isla a n je vicsie ako 1.

Uloha 3.8: Aké je najmensie k také, 7e kazda podmnozina velkosti k& mnoziny {1,...,2022} musi
obsahovat dvojicu ¢isel, ktoré sa liSia prave o 227

Uloha 3.9: Najdite najvicsie kladné celé ¢islo n také, ze n = a® + b2, kde a je najmensi delitel n
rozny od 1 a b je hocijaky delitel n.
Uloha 3.10: Majme mnohosten, ktory neméa dve steny leziace v jednej rovine ani dve hrany leziace

na jednej priamke. Aky je najvyssi pocet hran, pre ktory takyto mnohosten neexistuje?

Uloha 3.11: Majme 25-uholnik. Kol'kymi spésobmi z neho vieme vybrat 5 vrcholov tak, aby medzi
kazdymi dvoma vybratymi vrcholmi boli asponn 3 nevybraté vrcholy?

Uloha 3.12: Graf kubického polynomu x® +az?+bz+ ¢ vytina na nejakej priamke rovnobeznej s osou
z dve usecky dlzky 1. Zaroveil vytina dve tsecky aj na niektorej priamke rovnobeznej s priamkou
x = y. DIzka jednej z tychto usecick je v/2. Aka je dlzka druhej z nich?



