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Mocnost a chordaly
| Pepa Tkadlec

Uvod

Za mocnosti bodu ke kruznici se skryva elementarni tvrzeni, které vsak az pre-
kvapivé zjednodusuje argumenty a zpruhlednuje feSeni mnohych tuloh. Priklady
FeSitelné pomoci mocnosti jsou také v posledni dobé velmi popularni na vsech
trovnich matematické olympiddy (véetné té mezindrodni). Mocnost je tedy néa-
stroj nad jiné uzitecny, a proto nevahejme a pustme se do vykladu.

Definice a zakladni vlastnosti

Definice. Je dan bod M a kruznice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti
bodu M ke kruznici k rozumime ¢islo p(M, k) = |[MO|? — r2.

Necht M je bod a k(O;r) kruznice.

(i) Cislo p(M, k) je nulové pravé tehdy, kdyz bod M lezi na kruznici k. Cislo

p(M, k) je kladné/zaporné pravé tehdy, kdyz M lezi vné/uvniti kruznice
k.

(ii) Bud N dalsi bod. Je-li p(M, k) = p(N, k), pak |[MO| = |[NO|.

(iii) Pokud M lezi vné k, ozna¢me T ten bod kruznice k, pro ktery je pfimka
MT ke kruznici k teénou. Pak plati p(M, k) = |[MT|?.

(iv) (zésadni!) Necht pfimka p vedend bodem M protne k v bodech A, B. Pak
MA-MB = p(M,k), kde tisecky M A, M B nahlizime jako orientované.

Tvrzeni. Necht ABCD je étyituhelnik a Q = ADNBC. Pak ABCD je tétivovy
pravé tehdy, kdyz |QA| - |QD| = |QB| - |QC]|.

Definice. Necht k, | jsou kruzmice. Mnozinu bodi X spliujicich p(X,k) =
= p(X,1) nazyvdme chordalou kruznic k, I.

Tvrzeni. Chordalou dvou nesoustfednych kruznic je pifimka kolméd na spojnici
jejich stredii.

Poznamka. Obecnéji: P¥imka kolmé na spojnici stfedt kruznic k, [ je mnozina
téch bodit X, pro néz je rozdil p(X, k) — p(X,1) roven dané konstanté.

Definice. Bodu, ktery ma stejnou mocnost ke tfem danym kruznicim, Fikame
potencni stied.

Poznamka. Mocnost se neobycejné skvéle kombinuje s isekovymi thly a velmi
dobfe s Cevovou a Menelaovou vétou nebo s kruhovou inverzi.
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Bézné konfigurace

Nasledujici tii situace se v tlohach vyskytuji tak casto, Ze si zaslouzi oproti vSem
ostatnim zvyraznit. Budte ve stfehu a vZdy, kdyZ na podobné rozestaveni bodii
narazite, vzpomente si na mocnost.

Priklad. Necht pfimka p vedend bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Bud
T libovolny bod na k. Pak pfimka MT je teénou k pravé tehdy, kdyz |[<MAT| =
= |<MTB|.

Priklad. KruzZnice k, [ se stiedy K, L se protinaji v bodech A, B. Piimka AB
protne spole¢nou tecnu kruznic k, [, ktera se jich dotyka v bodech T', U, v bodé
P. Pak |PT| = |PU|.

Priklad. KruZnice k, [ se protinaji v bodech X, Y. Bodem M vedeme piimky p
resp. ¢, které protnou kruznice k resp. [ v bodech A, B resp. C, D. Pak body A,
B, C, D lezi na jedné kruznici pravé tehdy, kdyz M € XY.

Dost uz bylo ivodu, vrhnéme se na priklady. Jsou fazeny zhruba dle obtiznosti,
ale tato je vzdy relativni, tak se neboj fesit priklady i na preskacku.

Lehké priklady

Priklad 1. Na prodlouzeni tétivy K L kruznice k se stiedem O lezi bod A. Te¢ny
z bodu A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stifed usecky
TU. Ukazte, ze ¢tyfthelnik KLMO je tétivovy.

Priklad 2. Necht ABCD je ¢tyiuhelnik vepsany do kruznice k takovy, ze ptimky
AD a BC se protinaji v bodé Q. Ozna¢me M prusec¢ik pfimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC' vedenou bodem Q. Zvolme T' € k tak, aby MT byla te¢nou kruznice
k. Dokazte, ze |MT| = |MQ)|. (PraSe 2005)

Priklad 3. Na strandch AB, AC ostrothlého trojihelnika ABC lezi body K, L.
Ukazte, Ze spolecné tétiva kruznic nad praméry C K, BL prochazi ortocentrem H
trojuhelnika ABC.

Priklad 4. Mséjme pravotuhly trojuhelnik ABC' s pfeponou AB. Na jeho odvésné
AC zvolme bod D. Nyni sestrojme kruznici k1, ktera se dotykd AB v bodé A a
prochdzi bodem D. Dale téZz kruznici ko, kterd se dotykda AB v bodé B a téz
prochazi bodem D. Ozna¢me E druhy prusecik kruznic k1 a ky. Dokazte, ze thly
BAC a DEC jsou shodné.

Priklad 5. Na kruZnici m jsou ddny body K, L tak, Ze K L neni pramér. Uvazme
vS8echny dvojice kruznic k, [ lezici uvnitt m, které se m dotykaji v bodech K, L a
samy se protinaji v bodech X, Y. Ukazte, ze pfimka XY prochézi pevnym bodem.
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Priiklad 6. Oznaéme H ortocentrum ostrotihlého trojuhelnika ABC. KruZnice
ko se stfedem ve stfedu strany BC' prochézejici bodem H protind stranu BC
v bodech A;, As. Body Bi, Bs, C1, Cs definujeme podobné. Ukazte, Ze body Aj,
As, By, Bs, C1, Cs lezi na jedné kruznici. (IMO 2008, P1)

Priklad 7. Je déna kruZnice k, bod O, ktery na ni nelezi, a pfimka p, kterd ji
neprotind. Uvazujme libovolnou kruznici [, kterd ma vnéjsi dotyk s kruznici k a
dotyka se i pfimky p. Pfislusné body dotyku ozna¢me A a B. Pokud body O, A,
B nelezi v pfimce, sestrojime kruznici m opsanou trojihelniku OAB. Dokazte, Ze
vSechny takové kruznice prochazeji spoleénym bodem rtznym od bodu O, anebo
se dotykaji téze piimky. (MO 57-A-1-5)

Priklad 8. Na pfimce p lezi body A, B, C, D v tomto potradi. Kruznice nad
pruméry AC, BD se protnou v X, Y. Na pfimce XY zvolime bod P (P ¢ BC).
Pt#imka CP protne kruznici nad AC' podruhé v bodé M, piimka BP kruznici nad
BD v bodé N. Ukazte, ze piimky AM, DN, XY prochézeji jednim bodem.
(IMO 1995, P1)

Priklad 9. Trojuhelnik ABC je vepsany do kruznice k. Teéna ke k vedend bo-
dem C protne ptimku AB v bodé P. Ozna¢me M stied C'P. Pfimka M B protne
kruznici k podruhé v bodé Q. Pfimka PQ protne k podruhé v bodé R. Dokazte,
ze trojuhelnik ARC je rovnoramenny. (Alex Zhai)

Stiedné obtiZné piiklady

Priklad 10. Ozna¢me AD, BE, C'F vysky trojuhelnika ABC. Pfimky EF, FD,
DEFE protnou pfimky BC, CA, AB po fadé v bodech L, M, N. Ukazte, ze body
L, M, N lezi v pfimce. Bonus: Na co je tato pfimka kolma?

Priklad 11. Necht ABCD je tétivovy ¢tyfthelnik vepsany do kruZnice se stie-
dem O. Necht P je jeho prisecik tthlopticek, Q = ADN BC a R = ABNCD.
Oznac¢me S druhy priseéik kruznic opsanych trojuhelnikim ABP a CDP. Ukazte,
ze body R, P, S lezi v pfimce. Déle ukazte, ze i body @, S, O lezi v piimce.

Priklad 12. Oznac¢me O stied kruznice opsané trojihelniku ABC. Body P,
Q lezi na strandch AC, AB. Ozna¢me K, L, M stfedy tseéek BP, CQ, PQ.
Predpokladejme, Ze kruznice opsana trojuhelniku K LM se dotyka primky PQ.
Dokazte, ze |OP| = |0Q)|. (IMO 2009, P2)

Priklad 13. Necht ABC je trojuhelnik. Kruznice prochézejici body B, C' po-
druhé protind strany AB, AC v bodech C’, B’. Ukazte, ze pfimky BB’, CC’,
HH' prochézeji jednim bodem, kde H, H’ jsou ortocentra trojihelniki ABC,
AB'C'. (ISL 1995, GT7)
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Priklad 14. Necht ABC je trojihelnik s ostrym tthlem u vrcholu A a ozna¢me M
stfed strany BC. Na AM zvolme bod D a zkonstruujme kruznice k, [ prochazejici
bodem D, které se dotykaji pfimky BC po fadé v bodech B, C. Pfimka AB resp.
AC protne kruznici k resp. [ podruhé v bodé P resp. Q). Ukazte, Ze te¢na ke
kruznici k£ vedend bodem P a tec¢na ke kruznici [ vedena bodem @) se protinaji na
AM. (Vietnam TST 2010)

Priklad 15. Tec¢ny ke kruznici k se stfedem O v bodech A, B se protnou v bodé
P. Na kratsim oblouku AB zvolime bod C (rtizny od stfedu). Ozna¢me D =
= ACNPB a E = BCnNAP. Dokazte, ze sttedy kruznic opsanych trojihelniktim
ACE, BCD a PCO lezi v ptimce. (ARO 2010)

Priklad 16. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotyka jeho stran BC, C'A,
AB v bodech D, E, F. Bod X lezi uvnit¥ trojuhelnika ABC tak, Ze kruZznice
vepsand trojuhelniku BCX se dotykd BC v D a stran CX, XB potadé vY, Z.
Ukazte, ze body F, F, Y, Z lezi na kruznici.

Priklad 17. (Brianchon theorem) Predpokladejme, Ze Sestithelniku ABCDEF
se da vepsat kruznice. Ukazte, ze pfimky AD, BE, C'F prochazeji jednim bodem.

Triky

Mocnost bodu ke kruznici pouzita vtipné a ve spravny okamzik ¢asto velmi rychle
vyresi jinak nepfijemnou tlohu. Nékdy si vystacime s mocnosti samotnou, jindy je
potfeba ji vhodné zkombinovat napiiklad s Vietovymi vztahy. Obzvlasté fikanym
trikem je pak chdpani bodu jako kruznice s nulovym polomérem.

Priklad 18. Je déana kruznice k a bod A ruzny od jejiho stfedu. Uréete mnozinu
stfedi kruznic opsanych vsem trojuhelnikim ABC), jejichz strana BC' je pramérem
kruznice k. (MO 56-A-1-5)

Piiklad 19. Uvazujme ty paraboly uréené rovnici 22 4+px+q = 0,p,q € R, které
protinaji osy x, y ve tfech riznych bodech. Ke kazdé trojici priseciki uvazme kruz-
nici, kterd jimi prochéazi. Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochazeji jednim
bodem. (Spanélsko 1997)

Priklad 20. Je dan trojuhelnik ABC a I, O stiedy jeho vepsané a opsané kruz-
nice. Ozna¢me A’ prisecik pfimky BC a kolmice na AI vedené bodem I. Body
B’, C’ jsou definované podobné. Ukazte, Zze body A’, B’, C’ lez{ v pfimce, kterd
je kolmé na OI.
Priklad 21. KruZnice vepsand trojuhelniku ABC se dotyké jeho stran AB, BC,
CA v bodech F', D, E. OznaCme pismeny Y7, Yo, Z1, Z3, M stfedy usecek F B,
BD, DC, CE, BC. Koneéné bud X = Y1Ys N Z17Z5. Dokazte, ze XM | BC.
(Alex Anderson)
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Priklad 22. KruZnice k, [ maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Bod A probihé kruznici
[. Na kruznici k najdeme body B, C, aby AB, AC byly te¢ny kruznice k. P¥imky
BT,CT protnou kruznici [ podruhé v bodech D, E. Najdéte mnozinu prusecikt
pfimek DE a tecen ke kruZnici [ v bodé A. (KMS 2009/10, 13)

Priklad 23. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC' se dotyké stran AC, BC' v bo-
dech E, D. Pruse¢ik ADNBE ozna¢me G. Zkonstruujeme body U, V, aby ABUFE
a ABDV byly rovnobé&zniky. Dokazte, ze |GU| = |GV/|. (ISL 2009, G3)

Literatura a zdroje

Cerpal jsem pievazné z archivii mezinarodni matematické olympiady stejné jako
z narodnich olympiad, korespondenénich semindit (PraSe a KMS) a z pfispévku
Aléi Skdlové, jiz timto dékuji.

Hinty

BéZné konfigurace
Hint. Usekovy thel.

Hint. Bod P ma k obéma kruZnicim stejnou mocnost. Mocnost se d4 méfit po
tec¢néch.

Hint. Oboje je ekvivalentni |MA| - |MB| = |MC|-|MD|.

Lehké piiklady

Hint 1. Méite z bodu A. Vzpomerite na Euklidovu vétu o odvésné (nebo jen
odhalte podobné trojahelniky).

Hint 2. Dokazte podobnost M DQ a M @B pomoci uu a pomoci mocnosti vy-
vodte |MT|* = |[MQ|*.

Hint 3. Ukazte, ze H ma stejnou mocnost k obéma zadanym kruznicim. Pouzijte
pii tom, ze BCByCy je tétivovy (Bo, Co znadi paty vysek).

Hint 4. Uvédomte si, ze DFE protne AB v jejim stfedu M. Pak ukazte, ze AMCFE
je tétivovy.

Hint 5. Prusecik P teéen k m v bodech K a L mé ke kruznicim k,[ stejnou
mocnost |[PK|? = |PL|?, tedy lezi na jejich chordéle.

Hint 6. Kdyz je AB vodorovna, musi byt spojnice druhého priseciku k, Nk a
H svisla, takze C lezi na chordale kg, ky. Pozorné dokoncete.

Hint 7. Piimky AB protinaji k podruhé v pevném bodé. Z néj méite mocnost.
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Hint 8. Staci ukazat, ze ADNM je tétivovy. To vyuhlete s vyuzitim toho, Ze
BCNM je tétivovy.

Hint 9. Dokreslete B’, aby BPB’C byl rovnobéznik. Pak QPB’'C je tétivovy.
Zbytek dothlete.

Stiedné obtizné piiklady

Hint 10. Body L, M, N maji stejnou mocnost ke kruznicim opsanym trojthel-
nikim ABC a DEF. Bonus: Na piimku O, T, H.

Hint 11. Bod R je poten¢ni stfed tfi kruznic, takze R, P, S mame. Vythlete
tétivové ctyfthleniky BOSO a AOSD a podobné odvodte i Q, S, O.

Hint 12. Pomoci tisekovych thlt ukazte podobnost KLM a APQ. Néasledné
ovéite, ze body P, Q naji stejnou mocnost ke kruznici opsané trojihelniku ABC.

Hint 13. Ukazte, ze body H, H' a BB’ N CC’ maji vSechny stejnou mocnost ke
kruznicim nad praméry BB’, CC".

Hint 14. TéZnice je chordéla k a [, takze BCQP je tétivovy (mocnost z A).
Hledany prusecik oznacte X a dokazte, ze trojihelnik PX(@Q je rovnoramenny
(u P, @ znéte thly).

Hint 15. Spoctéte, Ze kruznice opsané BC'D a AOBP se dotykaji. Dokreslete
prisecik teGen k AOBP v A resp. B a ukazte, Ze je to potencéni stfed vSech tii
zadanych kruznic. Vyvodte, Ze tyto maji i druhy spolecny priisecik rizny od C.

Hint 16. Srovnanim Menelaovy a Cevovy véty pro ABC a EF resp. XBC a
Y Z ukazte, ze EF' a Y Z protinaji BC v témze bodé. Z néj méfte mocnost.

Hint 17. Dokreslete t¥i kruznice tak, aby se kazda dotykala jedné dvojice pfimek
z nabidky AB a DE, BC a EF, CD a F A, anavic aby pfimky AD, BE, CF byly
chordalami vzdy dvou z téchto tii kruznic. Takové kruznice kupodivu lze sestrojit
pro libovolny te¢novy Sestitthelnik ABCDEF'.

Triky

Hint 18. Kruznice opsana trojuhelniku ABC protina pfimku AO podruhé v pev-
ném bodé (mocnost stiedu k).

Hint 19. Vietovy vztahy. Pozor na 2 pripady.

Hint 20. Dokazte, ze rozdil mocnosti bodu A’ k opsané a vepsané kruznici troj-
tihelnika ABC' je 72 (r je polomér vepsané), ¢ili konstanta. Miize se hodit védét,
ze stfed oblouku BC' je stfed kruznice opsané trojuhelniku BIC.
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Hint 21. Interpretujte pfimky Y7Y5 resp. Z1Z5 jako chordaly kruZznice vepsané
a bodu B resp. C.

Hint 22. Je to chordila (spole¢nd vnitini tecna) k a l. Te¢nu k I v A chapejte jako
chordalu [ a A, zbyva ukazat, ze DE je chordala k a A, tj. ze |DA|*> = |DT|-|DB|
(a obdobné pro E), coz je podobnost néjakych dvou trojihelnikii. Pfeneste vhodny
uhel pomoci stejnolehlosti.

Hint 23. Dokreslete kruznici pfipsanou ABC vzhledem k A. Vhodné popfena-
Sejte délky tseku z vrcholi k bodim dotyku. Vyjde, ze pfimka AD je chordéla
pripsané a bodu V a BFE je chordéla pfipsané a bodu U. Tedy G lezi na chordale
U a V, coz jsme presné chtéli.
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